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Résumé
La osmologie est atuellement à un tournant de l'histoire de son développe-
ment. L'abondane de données observationnelles diverses et préises a permis de
développer et de onrmer un modèle standard de onordane pour dérire les
grandes éhelles de l'Univers. Fort de e suès, il devient ruial d'interroger les
fondements de e modèle standard, an, notamment, d'élaiir l'origine d'envi-
ron 90 % du ontenu énergétique de l'Univers, qualié de matière et d'énergie
sombres.
En lien ave le problème de l'énergie sombre, ette thèse se propose d'explorer,
à travers les propriétés dynamiques de hamps salaires, deux prinipes qui se
trouvent au ÷ur de la osmologie : les prinipes d'équivalene et osmologique.
Le prinipe d'équivalene est abordé à travers les théories salaire-tenseur de la
gravité, permettant d'intégrer la Relativité Générale dans un adre large de théo-
ries respetant la version faible du prinipe d'équivalene tout en permettant de
tester sa version forte. Dans ette perspetive, les propriétés dynamiques et les
onséquenes osmologiques de es théories sont disutées.
Le prinipe osmologique quant à lui est reformulé ; ses ontours sont redénis,
menant à la formulation de modèles osmologiques diérents du modèle standard,
par le biais des osmologies inhomogènes moyennées. Ces modèles permettent de
prendre en ompte de façon onsistante la struturation à petites éhelles de l'Uni-
vers et son homogénéité aux grandes éhelles, ouvrant ainsi la possibilité d'expli-
quer l'énergie sombre par la formation des strutures ; il est également possible de
les mettre en orrespondane ave l'apparition de hamps salaires dans le adre
du modèle standard.
Mots-lés : Cosmologie ; théorie lassique du hamp gravitationnel ; théorie
salaire-tenseur de la gravité ; osmologies moyennées ; énergie sombre.
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Summary
Cosmology is today at a turning point of its history. The diversity and high
preision of the multiple observations available have led to the emergene of a stan-
dard onordane model that desribes very well the large sale struture of the
Universe. Nevertheless, the unknown nature of almost 90 % of the energy ontent
of the Universe, the so-alled dark matter and energy, may be a sign that some
assumptions of the standard model are inadequate.
In this thesis, we explore, through the dynamial properties of salar elds, two
assumptions at the heart of osmology : the equivalene and osmologial prin-
iples.
The equivalene priniple is studied thanks to salar-tensor theories, so that Ge-
neral Relativity is embedded in a wider lass of theories that respet the weak
equivalene priniple and allow to test its strong version. Both the dynamial
properties and osmologial onsequenes (Big Bang Nuleosynthesis, Cosmi Mi-
rowave Bakground, struture formation) of these theories are disussed.
As for the osmologial priniple, it is reformulated and preisely redened to lead
to new osmologial models dierent from the standard one, and alled averaged
inhomogeneous osmologies. These models provide a self onsistent desription of
strutures on small sales and of an eetive homogeneous model for the large
sales ; this may be a way to explain dark energy through struture formation.
These models an also been put in orrespondene with the appearane of salar
elds in the standard model.
Keywords : Cosmology ; lassial theory of the gravitational eld ; salar-
tensor theory of gravity ; averaged osmology ; dark energy.
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Notations et onventions
Dans l'ensemble de et ouvrage, à l'exeption de la setion I.1.1 onsarée aux
bases de la Relativité Restreinte, on se plae dans un système d'unités où la vitesse
de la lumière c est posée égale à 1.
Lorsque l'on traite des oordonnées et de la métrique d'espae-temps, les indies
représentés par des lettres de l'alphabet gre sont à valeurs dans {0, 1, 2, 3}, l'in-
die 0 étant réservé à la oordonnée de genre temps ; les indies représentés par
des lettres de l'alphabet latin sont à valeurs dans {1, 2, 3} et sont réservés aux
oordonnées spatiales. La métrique de l'espae-temps est toujours érite ave la
signature −+++, an de garder une forme dénie positive pour sa partie spatiale.
Les derivées ovariantes seront parfois notées ∇, le type d'indie traduisant la na-
ture spatiale ou spatio-temporelle de ette dérivée ovariante, d'après les onven-
tions énonées i-dessus : ∇µ désigne ainsi une dérivée ovariante pour les onne-
tions de l'espae-temps, alors que, dans le adre du formalisme 3+1, ∇i désigne
une dérivée ovariante par rapport à la métrique riemannienne induite sur l'espae
uniquement. Les dérivées ovariantes par rapport à l'espae-temps, ∇µ, et elles
seules, sont parfois abrégées par un point virgule. Par exemple, pour un veteur
Uµ :
Uµ;ν ≡ ∇νUµ .
De même, les dérivées partielle par rapport aux oordonnées d'espae-temps,
sont parfois notées ave une virgule :
Uµ,ν ≡
∂Uµ
∂xν
.
Enn, on notera l'opération de symétrisation de deux indies d'un tenseur Uµν :
U(µν) ≡ 1
2
(Uµν + Uνµ) ,
et l'antisymmétrisation :
U[µν] ≡ 1
2
(Uµν − Uνµ) .
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Première partie
Cosmologie : une introdution
1
3La osmologie est l'étude, enadrée par les prinipes et le formalisme de la
physique, des lois régissant les très grandes éhelles de la nature, 'est-à-dire e
que l'on appelle l'Univers. Le onept d'Univers est vaste et désigne au moins deux
objets diérents. Dans une première aeption, il signie l'ensemble du réel, la to-
talité de e qui existe. C'est un terme englobant, plutt vague, dont la signiation
physique demande à être préisée, en général par l'adjontion aux lois physiques
d'un ou plusieurs prinipes d'origine philosophique. La deuxième signiation du
mot, plus restreinte, onerne uniquement l'ensemble de tous les phénomènes phy-
siques aessibles à un observateur
1
donné dans un temps donné. Cette notion
de temps est enore mystérieuse à e stade et devra être préisée par la suite,
mais l'on voit que dans ette dénition de l'Univers, la notion d'âge est déjà pré-
sente : l'Univers apparaît omme un objet dynamique, puisqu'il est suseptible, a
priori, d'évoluer, 'est-à-dire de ne pas apparaître toujours identique à lui-même à
un observateur donné. On appelle généralement l'Univers de la seonde dénition
l'Univers observable, an de le distinguer de elui de la première dénition, sensée
être plus générale et englober la seonde. Il est bien entendu possible que les deux
notions oïnident, et que l'ensemble des phénomènes de la nature se onfonde
ave l'ensemble de e qu'un observateur quelonque est apable d'observer. Cela
serait le as, par exemple, dans un Univers dans lequel la lumière se propagerait
instantanément dans l'espae. Cependant, les lois de la physique ontemporaine,
et notamment la Relativité, ne favorisent pas e sénario, et nous verrons que la
notion d'Univers observable est apitale dans un modèle relativiste de la nature.
Dans la suite de ette thèse nous réserverons, pour préserver la simpliité du pro-
pos, le mot Univers à l'Univers observable, sauf s'il est fait mention expliite du
ontraire. La osmologie moderne est fondée d'une part sur la Relativité Géné-
rale en tant que théorie lassique du hamp gravitationnel et d'autre part sur un
ensemble varié d'observations astrophysiques. Ces observations ouvrent mainte-
nant tous les domaines du spetre életromagnétique, des rayons γ au domaine
infrarouge, et ont permis d'établir une vision ohérente de notre Univers dans le
adre d'un modèle standard. Ce modèle est dit de onordane en e qu'il permet
de rendre ompte de la quasi totalité des observations astrophysiques atuelles à
l'aide d'un nombre restreint de paramètres. Cependant,e nombre n'est restreint
que dans la mesure où les lois de la physique sont supposées valables aux éhelles
onsidérées, e qui permet de xer tous les paramètres de es lois à partir des ex-
périenes réalisées sur Terre, indépendamment du ontexte osmologique. Il faut
souligner et garder à l'esprit l'audae intelletuelle onsistant à extrapoler des lois
vériées aux éhelles du système solaire jusqu'aux éhelles de l'Univers dans son
1
L'observateur, ii, n'est absolument pas limité à un être onsient. Il doit être ompris omme
un point de l'espae auquel est attahé un ensemble d'appareils de mesure, au sens donné à e
terme en physique quantique, permettant a priori de réaliser une expériene portant sur des
phénomènes physiques.
4entier.
Cette thèse ommene par un exposé du modèle standard de la osmologie,
qui, à défaut d'être exhaustif, se propose d'introduire les notions fondamentales
qui seront néessaires à la ompréhension des parties suivantes. C'est pourquoi il
m'a semblé néessaire d'insister sur les deux prinipes autour desquels 'est arti-
ulé mon travail ; le prinipe d'équivalene m'amenera à présenter suintement
les idées physiques à l'origine de la formulation de la Relativité Générale, et la
présentation des modèles de Friedmann me permettra de formuler lairement le
prinipe osmologique dans sa version forte, ainsi que de présenter un bref rap-
pel de l'histoire thermique de l'Univers et des prinipaux phénomènes physiques
qui seront disutés par la suite. Enn, ette première partie s'ahèvera sur l'intro-
dution des hamps salaires en osmologie. Nous verrons omment eux-i sont
apparus dans le modèle standard dès qu'un problème y est apparu. Cela est sans
doute lié au double fait qu'ils sont simples à manipuler, tout en possédant une
phénoménologie très rihe.
Signalons dès à présent que les deux prinipes dont traitera ette thèse sont
de natures assez diérentes et partiipent haun séparément d'un des deux fon-
dements à la osmologie préités.
Le prinipe d'équivalene est une omposante essentielle de la struture de l'in-
teration gravitationnelle ; il est un adre de formulation de sa propriété entrale,
et, dès les débuts de la Relativité Générale, il a été un guide important pour sa
formulation. C'est pourquoi nous dirons que 'est un prinipe premier : 'est un
prinipe de la gravitation, agissant au ÷ur de toutes ses manifestations.
Le prinipe osmologique quant à lui, traite de la façon dont les observations d'in-
térêt osmologique s'organisent en un ensemble ohérent et ompréhensible par
le osmologiste. C'est un prinipe d'organisation des données empiriques dans un
hamp donné de la physique, la osmologie, et non de fondement premier ou on-
tologique pour l'ensemble de la physique
2
.
2
Signalons tout de même ii la tentative originale de Milne [1℄ de onsidérer le prinipe
osmologique omme un prinipe à adjoindre à la physique omme ondition néessaire à la
dénition du onept d'Univers.
Chapitre 1
Eléments de Relativité Générale
Le euve du temps est un euve qui emporte ave soi ses rives. Celui qui voyage
se meut entre des parois xes, sur un sol xe ; mais parois et sol, de manière
impereptible, sont très étroitement assoiés aux mouvements des voyageurs.
R. Musil, L'homme sans qualités, 1930.
Le premier élément fondamental de la osmologie est l'interation gravitation-
nelle. Si faible aux éhelles mirosopiques, elle jouit, à la diérene des autres
interations, d'une partiularité qui la rend déterminante aux grandes éhelles,
notamment osmologiques : 'est une interation universelle, à portée innie non
érantée. Universelle d'abord, ar tout les types d'énergie y sont soumis ; et bien
plus, omme nous le verrons par la suite, en Relativité Générale , ils y sont tous
soumis de la même façon ('est le prinipe d'équivalene).
De plus, parmi les quatre interations fondamentales : forte, faible, életroma-
gnétique et gravitationnelle, la première est à faible portée (elle agit aux éhelles
nuléaires) à ause du onnement des quarks et les eets de la deuxième sont
limités aux éhelles atomiques par la masse importante de ses bosons-veteurs.
Par onséquent, les seules interations à portée innie sont la gravitation et l'éle-
tromagnétisme. Cependant, l'életromagnétisme est une interation érantée : elle
admet, pour les orps életriquement hargés, des harges positives et négatives,
si bien que, pour une partiule-test située loin d'un objet onstitué d'un grand
nombre de orps hargés, et objet apparaît életriquement neutres. C'est e phé-
nomène qui explique que les orps marosopiques apparaissent életriquement
neutre. On omprend don qu'aux éhelles osmologiques, l'életromagnétisme ne
joue pas un grand rle (e n'est ependant pas tout à fait vrai, et nous verrons
que lors des phases où l'Univers est petit et à haute température, e jugement doit
être révisé).
Pour ommener, il nous faut présenter rapidement les prinipales aratéris-
tiques de la Relativité Générale, qui seront utiles par la suite. La formulation de la
5
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théorie généralisée de la Relativité a reçu, depuis 1916, bien des aménagements qui
ont permis de rendre ette théorie ompréhensible dans des termes mathématiques
plus adaptés à son inlusion dans le reste de la physique moderne ou aux divers as
d'appliations. On pourra trouver de très bons développements sur es diérentes
formulations dans [2, 3, 4, 5℄. Dans le présent ouvrage, on se bornera à présenter
les idées physiques qui ont amené à la formulation de la Relativité Générale.
1.1 Relativité du mouvement : de Newton à Ein-
stein
Dès le début des Prinipia Mathematia Philosophiae Naturalis, Newton, dans
les dénitions préliminaires explique les diérenes indispensables qu'il introduit
entre temps et espaes absolus et relatifs. Du fait de son importane et de sa larté,
nous nous permettons de iter e texte in extenso
1
:
"I. Le temps absolu, vrai et mathématique, sans relation à rien d'ex-
térieur, oule uniformément, et s'appelle durée. Le temps relatif, ap-
parent et vulgaire, est ette mesure sensible et externe d'une partie
de durée quelonque (égale ou inégale) prise du mouvement : telles
sont les mesures d'heures, de jours, de mois, et 'est e dont on se sert
ordinairement à la plae du temps vrai.
II. L'espae absolu, sans relation aux hoses externes, demeure tou-
jours similaire et immobile.
L'espae relatif est ette mesure ou dimension mobile de l'espae ab-
solu, laquelle tombe sous nos sens par sa relation aux orps, et que
le vulgaire onfond ave l'espae immobile. C'est ainsi, par exemple,
qu'un espae, pris au dedans de la Terre ou dans le iel, est déterminé
par la situation qu'il a à l'égard de la Terre."
Ainsi, il existe un adre xe, dans lequel se meuvent les orps -'est l'espae
absolu-, et un adre xe par rapport auquel on mesure l'impermanene des phéno-
mènes -'est le temps absolu-. De façon moderne, nous dirions que l'espae-temps
absolu est la réunion de la droite réelle R pour le temps ave l'espae vetoriel R3
pour l'espae
2
. Au sein de e adre xe, se déroulent les faits physiques, qui ont une
extension et une durée. L'extension est la portion d'espae absolu qu'ils oupent à
un instant donné du temps, et la durée la portion de temps absolu qu'ils ouvrent
1
La tradution est elle de Mme du Châtelet telle que publiée par Dunod. Les mots en italique
le sont dans ette tradution.
2
Et non l'espae vetoriel R4 en ei que dans ette vision, temps et espae ne sont pas
uniés. Nous verrons plus préisément l'importane de ette distintion dans la suite lorsque
nous aborderons les symétries de la théorie.
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entre leur émergene et leur n. Dans la suite de sa onstrution méanique, New-
ton inlut ensuite le prinipe de relativité de Galilée. Si l'on onsidère deux orps
notés 1 et 2 en mouvements retilignes et uniformes par rapport à l'espae absolu,
ave des vitesses respetives ~v1 et ~v2, la vitesse du orps 2 relativement au orps
1 est donnée par ~v2 − ~v1. Cela e omprend aisément si l'on munit l'espae absolu
d'un repère artésien d'origine O et que l'on nomme les orps 1 et 2, supposés
pontuels C1 et C2 respetivement. Alors, la vitesse de 2 relativement à 1 s'érit
naturellement :
~v2|1 =
d
−−−→
C1C2
dt
=
d
−−→
OC2
dt
− d
−−→
OC1
dt
. (1.1.1)
Cela permet de dénir un ensemble de référentiels privilégiés, que nous appellerons
référentiels inertiels galiléens. C'est l'ensemble de tous les référentiels qui sont au
repos ou en translation retiligne et uniforme par rapport à l'espae absolu. Si l'on
onsidère deux de es référentiels R et R
′
munis de repères artésiens, (O, x, y, z)
et (O
′
, x
′
, y
′
, z
′
), les transformations qui permettent d'exprimer les résultats de
mesures réalisées dans R
′
en fontion des résultats de mesures réalisées dans R
sont appelées transformations galiléennes et sont données par :
t
′
= t+ τ
 x
′
y
′
z
′

 = R

 xy
z

 + t~vR|R′ + ~a , (1.1.2)
où τ est un réel, ~vR|R′ est la vitesse de R relativement à R
′
, R une rotation in-
dépendante du temps, et ~a le déplaement de 0 par rapport à O
′
à t = 0. On
notera qu'un orps animé d'une vitesse
~V dans le référentiel R possède une vitesse
~V ′ = ~V + ~vR|R′ : 'est la loi galiléenne de omposition des vitesses. Les transfor-
mations (1.1.2) forment un groupe à 10 paramètres, et sous-tendent le :
Prinipe de Relativité de Galilée :
Toutes les lois de la physique s'érivent de la même façon dans tous les référentiels
inertiels galiléens.
Autrement dit, il est impossible, par une expériene quelonque de distinguer le
repos du mouvement retiligne et uniforme (par rapport à l'espae absolu). La loi
de la méanique de Newton :
m
d2~x
dt2
= ~F (~x) , (1.1.3)
où m est la masse d'un orps et ~F la résultante des fores méaniques agissant
sur e orps, satisfait manifestement e prinipe, et l'on dit que la physique new-
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tonienne est invariante par tous les hangements de oordonnées galiléens. En re-
vanhe, on peut aisément onstater que les lois de l'életromagnétisme, formulées
par Maxwell ne sont pas invariantes par hangements de oordonnées galiléens. La
physique, jusqu'au début du vingtième sièle, semble don soumise à une tension
formelle : bien que des référentiels soit privilégiés par les lois de la méanique, es
mêmes référentiels ne semblent jouer auun rle partiulier quant à la formulation
des lois gouvernant le omportement du hamp életromagnétique. Considérant e
dernier du point de vue inématique, on ne voit apparaître qu'une seule vitesse
aratéristique : la vitesse de propagation, ou élérité, des ondes libres assoiées
au hamp, notée c. Si l'életromagnétisme obéissait à l'invariane galiléenne, on
s'attendrait don à pouvoir appliquer la loi de omposition des vitesses à un rayon
lumineux : la vitesse d'un rayon lumineux devrait don varier suivant le référentiel
à partir duquel on observe e rayon. Mihelson en 1881, puis Mihelson et Morley
en 1887, ont réalisé des expérienes an de mettre en évidene une telle variation
de la vitesse de la lumière. Grâe à un interféromètre de Mihelson, ils ont tenté
de mettre en évidene une diérene de hemin optique entre la lumière se pro-
pageant dans la diretion du mouvement de la Terre autour du Soleil, et elle se
propageant dans une diretion orthogonale. Sans auun résultat. Il semblait don
que la lumière n'obéissait pas à la loi galiléenne de omposition des vitesses. Cela
fut interprété par Einstein omme une défaillane, non du prinipe de Relativité,
mais de la dénition des référentiels inertiels. Autrement dit, il posa que les réfé-
rentiels à privilégier n'était pas les référentiels en repos ou en mouvement retiligne
et uniforme par rapport à l'espae absolu. Il lui fallait don dénir de nouveaux
référentiels inertiels. Pour ela, l'invariane de la vitesse de la lumière est un guide
eae. Considérons en eet que deux observateurs sont en déplaement relatif
retiligne et uniforme. Soient R et R
′
les référentiels attahés à haque observa-
teur, et ~v la vitesse de R
′
par rapport à R. Nous supposerons, et nous verrons
par la suite pourquoi ela est important, que les référentiels sont spatio-temporels,
'est-à-dire dénis par (O, t, x, y, z) et (O
′
, t
′
, x
′
, y
′
, z
′
). Considérons que les ori-
gines des deux systèmes de référene, O et O
′
oïnident à l'instant t = t
′
= 0.
Soit alors un signal lumineux émis en O = O
′
à l'instant initial t = t
′
= 0, et
reçu en P = (x, y, z) = (x
′
, y
′
, z
′
) aux instants t et t
′
respetivement dans les deux
référentiels. L'invariane de la vitesse de la lumière impose :
‖~r‖2 = c2t2 (1.1.4)
‖~r′‖2 = c2t′2 , (1.1.5)
où ~r = (x, y, z)T et ~r′ = (x
′
, y
′
, z
′
)T . Don, on a la relation :
‖~r‖2 − c2t2 = ‖~r′‖2 − c2t′2 . (1.1.6)
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L'invariane de c modie don les symétries fondamentales : dans le as galiléen,
les transformations laissant les lois invariantes laissaient la norme des veteurs
spatiaux invariante ; désormais, l'invariane fait intervenir un mélange des oor-
données spatiales et de la oordonnée temporelle. C'est pourquoi nous avions au-
torisé le temps de parours à ne pas être le même dans les deux référentiels. An
de satisfaire à la onstane de la vitesse de la lumière, nous sommes don obli-
gés d'abandonner l'idée d'un temps absolu, et de dénir les référentiels dans un
espae-temps étendu, d'où la notation (O, t, x, y, z) pour un référentiel donné. Le
quadruplet (t, x, y, z) est appelé un évenement3. Il nous faut alors un moyen de
mesurer la "distane" entre deux évenements. Dans le as galiléen, la distane eu-
lidienne lassique, fondée sur le produit salaire standard de R3, est invariante
sous les transformations (1.1.2). Désormais, l'invariane de la vitesse de la lumière
implique l'existene de l'invariant (1.1.6), don, par analogie, on dénira la "dis-
tane" entre deux évenements grâe à la forme d dénie par :
R4 → R
(t, ~x) 7→ d(t, ~x) = ‖~x‖2 − c2t2 = x2 + y2 + z2 − c2t2 . (1.1.7)
R4 muni de la forme d est appelé espae de Minkowski. Sur et espae, on a
l'habitude d'introduire l'élément de distane diérentiel entre deux évènements
inniment prohes (t, x, y, z) et (t+ dt, x+ dx, y + dy, z + dz) :
ds2 = −c2dt2 + dx2 + dy2 + dz2 , (1.1.8)
ainsi qu'une notation ovariante pour les oordonnées. Un veteur de l'espae
de Minkowski (t, ~x), appelé 4-veteur (ou quadriveteur), sera noté xµ pour µ ∈
{0, 1, 2, 3} et x0 ≡ t, ~x ≡ (x1, x2, x3). En introduisant le tenseur symétrique ηµν
tel que η00 = −1, ηij = δij ,∀(i, j) ∈ {1, 2, 3}2, et η0i = 0 ,∀i ∈ {1, 2, 3}, on a
ds2 = ηµνdx
µdxν . ηµν est la métrique de Minkowski. Les transformations laissant
et élément de distane invariant nous donneront l'équivalent des transformations
galiléennes pour le nouveau prinipe de Relativité. Ces transformations, appelées
transformations de Lorentz inhomogènes sont données par :
x
′α = Λαβx
β + aα , (1.1.9)
où aα est un quadriveteur onstant et Λαβ un tenseur (1, 1) onstant vériant :
ΛαγΛ
β
δ ηαβ = ηγδ . (1.1.10)
3
Dans ette setion, nous onsidérons des oordonnées artésiennes pour l'aisane des nota-
tions, bien que tout puisse être déni dans des oordonnées arbitraires.
10 CHAPITRE 1. ELÉMENTS DE RELATIVITÉ GÉNÉRALE
Le groupe formé par es transformations est dit groupe de Poinaré
4
, et le sous-
groupe ave aµ = 0 s'appelle le groupe de Lorentz homogène. Les sous-groupes
de es groupes dont les éléments vérient Λ00 ≥ 1 et det Λ = 1 sont dits propres ;
e sont les sous-groupes onnexes à l'identité. Le sous-groupe des transformations
de Lorentz homogène propre ontient deux sous-groupes remarquables : elui des
rotations, et elui des "boosts". Les rotations sont obtenues par :
Λ00 = 1 , Λ
0
i = Λ
i
0 = 0 , Λ
i
j = R
i
j , (1.1.11)
où Rij représentent les éléments d'une matrie orthogonale de Mn(R). Ainsi, le
groupe de Lorentz homogène propre omprend les transformations galiléennes (ro-
tations et translations). Les "boosts" quant à eux sont une nouvelle lasse de
transformations prenant en ompte la vitesse relative de deux référentiels. Soient
deux observateurs (O, xµ) et (O
′
, x
′µ), O ayant une vitesse ~v relativement à O
′
.
D'après (1.1.9) appiquée aux éléments innitésimaux de oordonnées, le déplae-
ment spatio-temporel de 0 s'érit dx
′µ = Λµνdx
ν
, ave d~x = 0, don :
dt
′
= Λ00dt , dx
′i = Λi0dt ; (1.1.12)
or
d~x′
dt′ = ~v, e qui permet d'érire : Λ
i
0 = v
iΛ00. De plus, la relation (1.1.10) permet
d'érire :
c2(Λ00)
2 −
3∑
i=1
(Λi0)
2 = c2 . (1.1.13)
En dénissant le fateur de Lorentz γ ≡ 1/√(1− ‖~v‖2/c2), la solution du système
(1.1.12)-(1.1.13) est donnée par :
Λ00 = γ , Λ
i
0 = γv
i
. (1.1.14)
Restent à déterminer les autres omposantes ; elles-i ne sont pas dénies de
façon unique étant donné que toute rotation d'un des sytèmes de référene laisse
la situation invariante en e qui onerne la vitesse. Le hoix habituel que l'on fait
an de satisfaire (1.1.10) onsiste à poser :
Λ0i = Λ
i
0 et Λ
i
j = δ
i
j +
γ − 1
‖~v‖2 v
ivj . (1.1.15)
On remarque que es transformations se réduisent aux transformations galiléennes
pour des vitesses ‖~v‖ faibles devant la vitesse de la lumière c. Cela lt notre
4
On peut montrer [6℄ que les représentations irrédutibles du groupe de Poinaré sont a-
ratérisées par deux nombres (m, s), m étant réel et s entier ou demi-entier. Cela fournit une
interprétation du onept de partiule relativiste omme représentation irrédutible du groupe
de Poinaré, si l'on identie m à la masse et s au spin.
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disussion des bases de la inématique relativiste. A l'aide de es transformations,
nous pourrons alors dérire tous les phénomènes physiques par les mêmes lois
dans l'ensemble des référentiels inertiels se déduisant les uns des autres grâe à des
transformations de Lorentz. Ainsi, la dénition de la fore relativiste exerée sur
une partiule de masse inertielle m repérée par les oordonnées xµ, obtenue par la
loi de la dynamique de Newton, s'érira, dans es référentiels :
F µ = m
d2xµ
dτ 2
, (1.1.16)
où τ est le temps propre de la partiule est invariant sous les transformations de
Lorentz, et est donné par c2dτ 2 = −ηµνdxµdxν .
Il nous faut maintenant introduire les notions d'énergie et d'impulsion d'une
partiule relativiste. La relation (1.1.16) suggère une déniton pour la quadri-
impulsion d'une partiule de masse m :
pµ ≡ mdx
µ
dτ
. (1.1.17)
Alors, on a :
p0 = mγ ≡ E
c2
et pi = mγvi . (1.1.18)
E est alors l'énergie de la partiule et pi son impulsion5. De plus, on voit à partir
de la dénition que l'on a la relation :
ηµνp
µpν = −m2c2 soit E2 = ‖~p‖2c2 +m2c2 . (1.1.19)
Pour nir, on introduit également le tenseur énergie-impulsion Tµν , qui donne
la densité T 0µ et le ourant T µi assoiés à la quadri-impulsion d'un ensemble de
partiule ou d'un hamp. Si l'on prend en ompte l'ensemble des orps matériels
et leurs interations, e tenseur est onservé, 'est-à-dire :
∂T µν
dxµ
= 0 . (1.1.20)
Pour un système de n partiules libres, on a par exemple :
T µν =
n∑
k=1
∫
dτpµk
dxνk
dτ
δ4(xρ − xρi ) . (1.1.21)
5
Cela peut se voir en développant es expressions au voisinage de v/c ∼ 0 : E = mc2+m‖~v‖2/2
et pi = mvi au seond ordre
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1.2 Le prinipe d'équivalene
Dans la setion préédente, nous avons suintement présenté les prinipes de
la relativité du mouvement pour des orps en mouvement relatif de translation
retiligne et uniforme. Nous avons vu que la physique devait être formulée dans
le adre d'un espae-temps unié, l'espae quadridimensionnel de Minkowski dans
lequel l'invariant de "longueur" est donné par la forme (1.1.7). Les lois de la phy-
sique sont alors formulées de façon ovariante dans et espae-temps ; 'est-à-dire
qu'elles s'érivent de la même manière dans tous les référentiels se déduisant les
uns des autres par les transformations d'inertie, dites transformations de Lorentz.
C'est en partiulier le as de l'életrodynamique, 'est-à-dire la dynamique des
orps életriquement hargés
6
. Cependant, il manque à notre desription un der-
nier pas : dans des référentiels dont le mouvement relatif n'est pas retiligne et
uniforme, les lois de la physique ne se formulent pas de façon équivalente. Parvenir
à une desription uniée quelque soit le mouvement relatif des observateurs est le
but de la Relativité Générale ; mais an de formuler ette dernière, il faut avant
tout élairir une propriété fondamentale des orps, qui fait le lien entre e pro-
blème de référentiels aélérés et la gravitation : l'équivalene des masses inertielle
et pesante. Galilée, à l'aide d'un plan inliné puis de pendules, en utilisant une
lepsidre pour mesurer le temps, avait mis en évidene une propriété troublante :
les orps lâhés d'une hauteur donnée, tombent de la même manière ('est-à-dire
qu'ils arrivent au sol en même temps), indépendamment de leur omposition et de
leur masse
7
. Newton, en formulant sa deuxième loi, se laissa la liberté de distinguer
deux onepts de masse :
 La masse inertiellemi qui est la apaité d'un orps à résister au mouvement
qu'on lui imprime par une fore extérieure. C'est elle qui intervient dans la
deuxième loi :
~F = mi~a, et qui traduit la onversion entre fore extérieure et
aélération du orps ; plus elle est grande plus il faut une fore importante
pour modier le movement d'un orps.
 La masse gravitationnelle mg, qui est la "harge" gravitationnelle, 'est-à-
6
Comme nous l'avons vu, 'est le problème de la vitesse de la lumière qui a motivé l'intro-
dution de ette nouvelle relativité. Il est don normal que les lois de l'életrodynamique, qui
traitent de l'interation du hamp életromagnétique ave les partiules soient ovariantes dans
e formalisme.
7
Cela n'est évidemment pas vrai sur Terre, où l'atmosphère a tendane à freiner les orps
diéremment suivant leur masse ; ependant, l'utilisation d'un plan inliné, en ralentissant la
hute, permet de s'abstraire susamment de la frition de l'air pour mettre en évidene le
résultat. L'utilisation de pendule est enore plus eae ar elle permet également de s'abstraire
de la frition du plan inliné, et pendant les premières osillations, la frition de l'air peut être
négligée, le pendule étant alors quasiment harmonique. Le fait que la fréquene d'osillation du
pendule ne dépende pas du type de orps arohé au bout est alors une autre formulation de
l'universalité de la hute des orps.
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dire la omposante d'un orps qui réagit au hamp gravitationnel (masse
gravitationnelle passive) ou qui le produit (masse gravitationnelle ative).
En toute généralité, les masses gravitationnelles ative et passive peuvent
aussi être distinguées, mais nous ne rentrerons pas dans ette subtilité par
la suite
8
.
En posant dans les Prinipia que la fore gravitationnelle ressentie par un orps
soumis au hamp ~g d'un autre orps était proportionnelle à sa masse gravitation-
nelle, et en utilisant sa deuxième loi, Newton put alors érire que l'aélération
d'un orps dans un hamp de pesanteur était :
~a =
(
mg
mi
)
~g . (1.2.1)
Il reprit alors les expérienes de Galilée ave des pendules de même longueur mais
de ompositions diérentes, et ne parvint pas à mettre en évidene une quelonque
diérene entre leurs périodes. Il en onlut don que mi et mg était égales à un
fateur multipliatif près indépendant du orps onsidéré. Poser e fateur égal à 1
est alors le plus simple (la valeur de e oeient n'étant pas mesurable d'après e
que l'on vient de dire, et orrespondant simplement à une redénition des unités
de hamp et d'aélération). Eötvös tenta plus tard de tester e résultat à l'aide
d'un autre dispositif onstitué d'un pendule de torsion auquel il avait suspendu
deux orps de ompositions diérentes. Il parvint à montrer que le rapport mi/mg
ne varie pas de plus de 10−9 d'un orps à l'autre. L'équivalene des masses iner-
tielle et gravitationnelle se trouvait alors superbement vériée, et la loi de Newton
rendait ompte des observations de Galilée. Cependant, ette équivalene restait
un mystère. Suivant Einstein dans ses réexions, onsidérons un observateur situé
dans un asenseur au sommet d'un immeuble. A un instant donné, une personne
extérieure oupe le able qui retient l'asenseur et elui-i se retrouve en hute libre
(on néglige les frottements de l'air), ave notre observateur à l'intérieur. Supposons
que le hamp de gravité de la Terre ~g est statique et homogène dans l'ensemble
de l'espae oupé par l'asenseur et son intérieur au ours du mouvement. Alors,
érivant la deuxième loi de Newton respetivement pour l'asenseur de masse mA
et l'observateur de masse mObs, on trouvera que leurs aélérations sont identiques,
en aord ave le prinipe d'équivalene. Ainsi, l'observateur, parti ave la même
vitesse initiale que l'asenseur, sera en repos par rapport à lui durant toute la durée
du mouvement et sera inapable de perevoir le hamp de gravitation extérieur.
En allant un peu plus loin, imaginons que l'observateur réalise une expériene au
ours de la hute libre, par exemple une expériene d'életrostatique, à l'aide de
n partiules hargées de masse mi. Du point de vue d'un observateur situé au sol,
dans un référentiel (O,~x) attahé à e dernier, la loi de la dynamique s'érit :
8
L'égalité de es deux masses, ative et passive, est un orrolaire simple de la troisième loi de
Newton, posant égalité en norme de l'ation et de la réation.
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∀i ∈ {1, 2, ..., n} , mid
2~xi
dt2
= mi~g + ~Fi , (1.2.2)
où
~Fi est la résultante des fores agissant sur la partiule i. Le hangement
de oordonnées qui permet de se ramener au référentiel (O
′
, ~x′) dans lequel l'ob-
servateur qui est dans l'asenseur est au repos est obtenu grâe à l'équation du
mouvement de et observateur par rapport au référentiel (O,~x), et est donné par :
~x′ = ~x− 1
2
t2~g . (1.2.3)
C'est un hangement de oordonnées non galiléen. Dans es nouvelles oordonnées,
la loi de la dynamique pour les partiules de l'expériene s'érit alors :
∀i ∈ {1, 2, ..., n} , mid
2~x
′
i
dt2
= ~Fi(x
′
k) . (1.2.4)
Autrement dit, l'observateur en hute libre est inapable, par une expériene de
physique quelonque, de mettre en évidene la présene du hamp gravitationnel
extérieur. Le prinipe d'équivalene d'Einstein onsiste à généraliser le résultat
préédent en se restreignant à une portion de l'espae susamment faible, et à un
temps susamment ourt pour que, sur es éhelles, n'importe quel hamp de gra-
vitation puisse être vu omme homogène et statique. Cela permet alors d'énoner
le prinipe loal suivant :
Prinipe d'équivalene d'Einstein :
En haque point de l'espae-temps, en présene d'un hamp de gravitation arbi-
traire, il est possible de hoisir un système de oordonnées loalement inertiel,
de sorte qu'au voisinage de e point, les lois de la physique puissent être formulées
omme en l'absene de hamp de gravitation.
Bien sûr, fort des résultats de la Relativité Restreinte, nous savons qu'il nous
faut dénir les référentiels inertiels non par rapport aux transformations de Ga-
lilée, mais par rapport aux transformations de Lorentz. Le prinipe d'équivalene
dans ette forme "ultime" arme don qu'en présene d'un hamp gravitationnel
quelonque, on peut toujours trouver une portion d'espae-temps susamment
"petite" pour pouvoir formuler, au sein de ette portion les lois de la physique
dans un référentiel dans lesquelles elles prennent la forme qu'elles ont en Relati-
vité Restreinte. Pour aller enore plus loin, notons que pour annuler le hamp de
gravitation de l'expériene préédente, nous avons utilisé un hangement de oor-
données non galiléen (1.2.3). Considérons alors une partiule en hute libre dans un
hamp de gravitation arbitraire. D'après le prinipe d'équivalene, il existe don
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un repère inertiel eµ dans lequel la partiule est libre. Dans e repère, son équation
du mouvement s'érit :
d2eµ
dτ 2
= 0 , (1.2.5)
où l'on a introduit le temps propre de la partiule dτ 2 = −ηµνdeµdeν . Par extension
de l'exemple préédent, plaçons-nous dans un système de oordonnées quelonque
xµ, obtenu à partir de eµ par une transformation arbitraire xµ(eν). L'équation
(1.2.5) s'érit alors, après quelques manipulations :
d2xσ
dτ 2
+ Γσµν
dxµ
dτ
dxν
dτ
= 0 (1.2.6)
ave Γσµν =
∂xσ
∂eα
∂2eα
∂xµ∂xν
,
et le temps propre :
c2dτ 2 = −gµν(xρ)dxνdxν (1.2.7)
ave gµν(x
ρ) =
∂eα
∂xµ
∂eβ
∂xν
ηαβ .
Une personne familiarisée ave les mathématiques de la n du XIX
ème
sièle
(telles que nous les formulons aujourd'hui), et en partiulier ave la géométrie
diérentielle remarque immédiatement la struture à laquelle nous arrivons : gµν
est exatement la métrique d'une variété diérentiable de dimension 4 loalement
diéomorphe à un espae-temps de Minkowski, et Γαµν est la onnetion ane
assoiée. La onnaissane de la métrique en un point partiulier X de la variété
et dans un système de oordonnées quelonque permet alors de déterminer les
oordonnées eµ au voisinage de X : e sont les oordonnées assoiées à la base de
l'espae tangent à la variété en X. En faisant enore une fois une analogie ave
(1.2.3), rappellons que dans e as, le hangement de oordonnées était entièrement
déterminé par le hamp gravitationnel ~g ; on peut don supposer que tous les eets
de la gravitation sont traduits par la métrique gµν
9
. Cela mène alors à la vision
moderne de la gravitation lassique : notre espae-temps peut être dérit par une
variété diérentiable à quatre dimensions loalement diéomorphe à l'espae de
Minkowski, les eets de la gravitation étant le reet des propriétés géométriques de
ette variété. Dans la suite, on supposera onnues les notions de bases de géométrie
diérentielle, en partiulier les notions de variété, espaes tangent et otangent,
dérivée ovariante (ou transport parallèle). Pour une introdution à e sujet, on
pourra se reporter aux ouvrages lassiques omme par exemple [7℄.
9
La onnetion ane peut être déduite de la métrique après quelques manipulations algé-
briques : Γαµν =
1
2g
αρ
(
∂gρν
dxµ
+
∂gµρ
dxν
− ∂gµν
dxρ
)
.
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1.3 Loi de la gravitation
La vision géométrique introduite i-dessus permet de généraliser le prinipe de
Relativité. En eet, une variété diérentielle peut être dérite de façon indépen-
dante des oordonnées que l'on introduit en onstruisant un atlas sur ette variété.
Nous avons vu qu'en Relativité Restreinte existait une notion de ovariane, les
lois de physique prenant la même forme dans tout système de oordonnées inertiel.
Notre espae-temps étant maintenant vu omme une variété nous pouvons géné-
raliser ette invariane en introduisant le :
Prinipe de ovariane généralisée :
Les lois de la physique prennent la même forme dans tout système de oordonnées,
qu'il soit inertiel ou non.
Ce prinipe est l'ahèvement du relativisme de la formulation de la physique en
ei qu'il fait disparaître la notion d'observateur privilégié : les observateurs me-
surent des hoses diérentes, mais les lois qu'ils doivent appliquer pour omprendre
leur mesure ont une formulation universelle, qu'ils n'ont plus qu'à partiulariser
en préisant leur référentiel, 'est-à-dire leur état de mouvement relatif les uns
par rapport aux autres. Dans e adre, les observateurs inertiels ne sont plus que
les observateurs partiuliers dont l'état de mouvement orrespond à la hute libre
dans le hamp de gravitation, 'est-à-dire que e sont eux dont l'équation du mou-
vement est l'équation des géodésiques de l'espae-temps (1.2.6). Pour formuler les
lois de la physique de façon ovariante, il sut alors (ave quelques préautions
de symétrisation des lois) de remplaer dans les lois formulées dans un référentiel
inertiel la métrique de Minkowski ηµν par la métrique de la variété d'espae-temps
gµν , et les dérivées partielles par des dérivées ovariantes ∇µ10.
Pour lore e hapitre il ne reste plus qu'à établir les lois de la gravitation,
'est-à-dire les équations permettant de aluler la métrique de l'espae-temps.
Dans la suite, nous poserons partout c = 1. Commençons par onsidérer la limite
newtonienne de la théorie en examinant la hute libre d'une partiule newtonienne
dans un hamp de gravitation statique. Dans e adre, la partiule est supposée
avoir une vitesse faible devant la vitesse de la lumière, 'est-à-dire ‖d~x/dτ‖ ≪ 1.
alors, l'équation (1.2.6) devient :
d2xµ
dτ 2
+ Γµ00
(
dt
dτ
)2
= 0 (1.3.1)
Le hamp gravitationnel étant statique, si l'on retient l'équivalene entre hamp
de gravitation et métrique de l'espae-temps, la dérivée temporelle de la métrique
10
An d'éviter des erreurs il est toutefois préférable de proéder à ette substitution dans
l'ation dont dérivent les lois physiques.
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s'annule et :
Γµ00 = −
1
2
gµα
∂g00
∂xν
. (1.3.2)
De plus, l'approximation newtonienne revient également à supposer que le hamp
gravitationnel est faible. on peut alors déomposer la métrique en une partie min-
kowskienne perturbée : gµν = ηµν + hµν ave hµν un tenseur (0, 2) dont toutes les
omposantes sont petites devant 1 (en valeur absolue). Alors, au premier ordre en
hµν , les équations (1.3.1) deviennent :
d2~x
dτ 2
=
1
2
(
dt
dτ
)2
∇h00 (1.3.3)
d2t
dτ 2
= 0 . (1.3.4)
La deuxième équation permet d'érire (dt/dτ) omme une onstante, et on trouve
don pour la première équation, en posant ette onstante non nulle :
d2~x
dt2
=
1
2
∇h00 (1.3.5)
En omparant au résultat newtonien, on trouve que h00 = −2φ, où φ est le potentiel
gravitationnel newtonien habituel. La métrique totale est don donnée par g00 =
−(1 + 2φ), les autres omposantes étant identiquement nulles. Or, le potentiel φ
obéit à l'équation de Poisson :
∇2φ = 4πGρ , (1.3.6)
où ρ est la densité de masse de la soure non-relativiste du hamp. Dans l'approxi-
mation newtonienne, la métrique obéit don a :
∇2g00 = −8πGρ . (1.3.7)
Cette forme est une indiation nous permettant de trouver "intuitivement"
la forme générale des équations du hamp. Dans le as relativiste, la densité de
masse est en eet remplaée par le tenseur énergie-impulsion Tµν de la matière
qui ontient toute l'information sur l'énergie et l'impulsion de la distribution de
matière (dans le as newtonien, les impulsions sont faibles par rapport à la masse ;
'est pourquoi seul ρ intervient). On peut don herher des équations de la forme :
Gµν [gµν ] = 8πGTµν , (1.3.8)
où Gµν est un tenseur (0, 2) dépendant seulement des dérivées seondes de la
métrique ou de arrés de ses dérivées premières an de onserver la forme de (1.3.7)
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et de ne pas introduire de nouvelle onstante dimensionnée dans la théorie. Le
aratère tensoriel est à relier au prinipe de ovariane généralisée. De plus, on sait
que le tenseur énergie-impulsion est onservé le long du mouvement en Relativité
Restreinte : ∂µT
µ
ν = 0, don, en remplaçant d'après le prinipe de ovariane
généralisée la dérivée partielle par une dérivée ovariante, on doit avoir :
∇µT µν = 0 ; (1.3.9)
e qui implique que le tenseur Gµν doit satisfaire les identités dites de Bianhi :
∇µGµν = 0 . (1.3.10)
Une analyse du tenseur de Riemann, Rµνρσ, aratérisant la variété
11
, alliée à la
limite newtonienne, montre que le hoix d'un tel tenseur Gµν est unique :
Gµν = Rµν − 1
2
Rgµν , (1.3.11)
où Rµν = R
ρ
µρν est le tenseur de Rii et R = R
µ
µ le salaire de ourbure de la
variété. Les équations du hamp gravitationnel sont don les équations d'Einstein :
Rµν − 1
2
Rgµν = 8πGTµν . (1.3.12)
Une autre version des équations d'Einstein peut être obtenue en introduisant
une nouvelle onstante. Pour ela, il sut de remarquer que ∇µgµν = 0, si bien
que les identités de Bianhi sont aussi satisfaites si l'on introduit :
Gµν = Rµν − 1
2
Rgµν − Λgµν , (1.3.13)
pour Λ réel ayant les dimensions du arré d'une longueur. Λ est appelée onstante
osmologique ; nous y reviendrons. Le système (1.3.12) est un système de 10 équa-
tions aux dérivées partielles indépendantes (les tenseurs sont symétriques) ; epen-
dant les identités de Bianhi (1.3.10) onstituent un système de 4 équations, si bien
que seules 6 fontions indépendantes peuvent être déterminées grâe aux équations
d'Einstein. Or gµν possède également 10 fontions indépendantes. C'est le reet de
l'invariane par hangement de oordonnées : si gµν est une solution de (1.3.12),
la métrique g
′
µν obtenue en hangeant les oordonnées x
µ
en des oordonnées x
′µ
11
Le tenseur de Riemann traduit l'impossibilité pour un veteur de redevenir identique à lui-
même après avoir été transporté parallèlement le long d'une petite ourbe fermée. C'est en ela
qu'il aratérise la ourbure de la variété. Une variété est dite non ourbée ou eulidienne si et
seulement si son tenseur de Riemann est identiquement nul. En terme des dérivées ovariantes,
il s'érit, si on l'applique à la forme duale d'un veteur vµ : R
µ
νρσvµ = 2∇(ν∇ρ)vσ, et le fait qu'il
soit non nul traduit don la non ommutation des dérivées ovariantes.
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quelonque est aussi une solution. Or, un tel diéomorphisme implique 4 fontions
indépendantes x
′µ(xα). Il ne reste don plus que 6 degrés de liberté à xer grâe
aux équations. Ces équations ouplent manifestement géométrie et ontenu ma-
tériel, justiant le fait que l'on dise ommunément qu'en Relativité Générale, la
distribution de matière détermine la géométrie de l'espae-temps (l'inverse étant
d'ailleurs tout aussi vrai, mais beauoup moins "intuitif"). On peut également no-
ter que les équation (1.3.12) peuvent être dérivées d'un prinipe de moindre ation
en onsidérant l'ation d'Einstein-Hilbert :
SEH =
∫
R
16πG
√−gd4x+ Sm , (1.3.14)
où g est le déterminant de la métrique gµν , Sm l'ation de la matière, et à ondition
de dénir le tenseur énergie-impulsion de la matière par
√−gTµν = 2δSm/δgµν .
Cette ation est la plus simple que l'on puisse onstruire en ne faisant intervenir que
des dérivée seondes ou des produits de deux dérivées de la métrique (an d'obtenir
des équations du seond ordre omme dans toutes les autres théories des hamps).
Pour érire les équations du hamp assoiées à ette ation, il sut d'en aluler
la dérivée fontionnelle par rapport à la métrique gµν en notant que δ
√−g =
−gµνδgµν/2 et que le terme en
∫
δRµνg
µν
√−gd4x est une pure divergene12.
12
En toute rigueur, e terme ne s'annule a priori pas ar seule gµν est gardée xe sur le bord
du domaine, non ses dérivées. On peut toutefois ajouter un ontre-terme faisant intervenir la
ourbure extrinsèque du bord dans l'ation pour résoudre e problème.
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Chapitre 2
Le modèle standard de la osmologie
Donnez-moi seulement de la matière, je vais à partir de là vous bâtir un monde.
E. Kant, Histoire générale de la nature et théorie du iel, 1755.
Le modèle osmologique a onnu, es dernières déennies, à la fois des onrma-
tions élatantes de sa apaité préditive, et l'émergene de questions fondamen-
tales qui pourraient bien bouleverser omplètement ses fondements et son dévelop-
pement futur. Dans la première atégorie, itons notamment les multiples obser-
vations des anisotropies du fond de rayonnement miro-onde [8, 9, 10, 11, 12, 13℄,
qui ont onrmé que la distribution de matière dans l'Univers primordial était
fortement homogène et isotrope, sous la forme d'un plasma ouplant intimement
photons et baryons, e qui déoule de la struture du spetre des anisotropies
(osillations aoustiques). Dans le seonde atégorie, on rangera bien entendu le
surprenant résultat de l'observation des Supernovæ de type 1a [14, 15, 16, 17, 18℄ :
elle-i laisse apparaître que la lumière produite par es explosions est plus faible
qu'attendue pour un Univers ne ontenant que de la matière ordinaire (baryons,
életrons, photons, neutrinos, et même matière sombre), signe potentiel de la né-
essité de réviser, soit notre oneption de la gravité aux grandes éhelles, soit
notre onept même de matière, soit enn le adre théorique de onstrution d'un
modèle osmologique.
Après avoir présenté le adre standard de la osmologie moderne, ses postulats
et ses développements formels, 'est-à-dire la façon lassique de onstruire un Uni-
vers homogène et isotrope, nous dérirons brièvement son histoire thermique, puis
nous onlurons ette partie en montrant omment les hamps salaires ont été
une réponse réurrente de la osmologie aux questions posées tantt par le adre
théorique lui-même, tantt par les observations de préision.
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2.1 L'Univers homogène et isotrope
Le premier modèle moderne de l'Univers en tant qu'objet est dû à Einstein qui,
préoupé par la onstrution d'un Univers respetant le prinipe de Mah
1
, pro-
posa en 1917 une solution exat aux équations de la Relativité Générale pour un
espae-temps dont les setions spatiales sont homogènes, isotropes et fermées (au
sens topologique). Ce modèle, statique, devait donner naissane aux disussions sur
la struturation de la distribution de matière aux grandes éhelles qui onstituera
le ÷ur de la osmologie au vingtième sièle. Très vite ependant, les observations
réalisées par Hubble en 1929, tendant à suggérer que les galaxies lointaines s'éloi-
gnaient toutes les unes des autres ave une vitesse proportionnelle à leur distane
respetive, allait relaner la néessité de dénir une lasse de modèles plus large que
la solution d'Einstein, apables d'expliquer ette dynamique globale d'expansion
de l'Univers. C'est e que réalisent les modèles de Friedmann-Lemaître-Robertson-
Walker que nous allons examiner dans ette setion. Mais avant, il est bon de
rappeler les observations qui étayent l'hypothèse d'homogénéité et d'isotropie de
notre Univers aux grandes éhelles, an de omprendre préisément e que ette
aeption reouvre.
2.1.1 La distribution de matière à grande éhelle
L'homogénéité et l'isotropie de l'Univers sur les grandes éhelles sont main-
tenant bien établies, au sens statistique, par une série d'observations que nous
allons présenter ii. La première de es indiations observationnelles vient de la
distribution à grande éhelles de la matière visible, telle que donnée par le a-
talogue de galaxies rouges du Sloan Digital Sky Survey (SDSS) [19, 20, 21, 22℄ ;
ette mesure repose sur la onstrution de ellules en moyennant la répartition
de matière sur des domaines de taille donnée. Puis, en alulant la variane de la
distribution de densité sur les ellules, on peut estimer l'éhelle typique d'homo-
généité statistique tirée de e atalogue. Elle est de l'ordre de 70 à 100h−1 Mp
(où h = H0/(100 km/s/Mp)), mais il existe également des travaux mettant ette
éhelle au delà de 100 à 200h−1 Mp [23, 24, 25℄. Certaines strutures sont mêmes
bien plus grandes que es éhelles statistiques : le grand mur déteté par SDDS at-
teint 420h−1Mp, soit près de 15% de l'Univers observable aujourd'hui. Cependant,
l'existene d'une éhelle à partir de laquelle la distribution de matière moyenne est
statistiquement homogène paraît robuste et nous retiendrons une éhelle d'homogé-
néité typique de l'ordre de la entaine de mégaparses. D'un autre té, l'isotropie
1
Ce prinipe, dont nous aurons à reparler dans la deuxième partie de et ouvrage, formulait,
un peu vaguement, que les propriétés méaniques intrinsèques des orps matériels, tel que leur
inertie devaient être le résultat de l'eet de l'ensemble de la distribution de matière dans l'Univers
sur la physique loale.
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statistique est prinipalement soutenue par l'observation du fond de rayonnement
osmologique. Ce fond de rayonnement, dont nous reparlerons par la suite est une
des préditions majeures du modèle standard ; il s'agit d'un rayonnement életro-
magnétique quasiment thermique émis il y a plus de treize milliards d'années par
l'Univers, au moment où les életrons et les noyaux atomiques (à ette époque es-
sentiellement des noyaux onstitués d'un seul proton, 'est-à-dire de l'hydrogène)
se sont ombinés pour former les atomes. Cette radiation, émise dans le domaine
des rayons X est aujourd'hui présente dans notre Univers sous la forme d'un fond
miro-onde (à ause de l'expansion). Prédit par Halpher et Hermann [26℄ et par
Gamov [27℄ dès 1948, il fut déteté de façon fortuite par Penzias et Wilson [28℄ en
1964, puis artographié par la mission COBE [8℄ en 1987. La température de e
orps noir est fortement isotrope sur l'ensemble du iel, à T0 ∼ 2.725 K, ave des
utuations de l'ordre de δT/T0 ∼ 10−5. Cela indique qu'au moment de l'émission
du fond de rayonnement, l'Univers était homogène ave des utuations relatives
de densité dans le hamp de matière de l'ordre de 10−3 à 10−4. Allié à l'hypothèse
que nous n'oupons pas une plae privilégiée dans l'Univers, e résultat implique,
sous ertaines onditions
2
, que l'Univers entre l'émission de e fond et aujourd'hui
est quasiment parfaitement homogène et isotrope (statistiquement).
2.1.2 Le prinipe osmologique
Les observations tendent don à montrer que, sur des éhelles omparables à
environ un entième notre Univers observable aujourd'hui, la distribution de ma-
tière apparaît homogène et isotrope statistiquement. Cependant, il est bien évident
qu'à des éhelles plus petites, la distribution de matière est très struturée, don-
nant naissane à toute la "zoologie" des objets astrophysiques : étoiles, galaxies,
amas de galaxies, grands murs, vides et. La osmologie standard oublie tempo-
rairement ette omplexité an de se onentrer sur la dynamique à très grande
éhelle de l'Univers en tant qu'objet partiulier. Pour ela, il faut don sauter un
pas oneptuel onséquent pour onsidérer l'Univers omme un objet autogravi-
tant spatialement parfaitement homogène et isotrope à toutes les éhelles ; 'est e
que l'on appellera dans et ouvrage le prinipe osmologique strit ou fort :
3
Prinipe osmologique fort
L'Univers est loalement en tout point spatialement homogène et isotrope.
2
La prinipale hypothèse néessaire est que le taux d'expansion loal soit partout positif [29℄,
e qui n'est manifestement pas le as dans l'Univers.
3
Dans la littérature, e prinipe est simplement nommé prinipe osmologique, mais l'adjon-
tion de l'adjetif superlatif apparaîtra important dans la dernière partie de ette thèse.
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L'homogénéité de l'espae signie qu'à haque instant, un point quelonque de
l'espae est "identique" à tout autre point quelonque de l'espae. Mathématique-
ment, ela peut être formulé de la façon suivante : un espae-temps est spatia-
lement homogène si et seulement s'il existe une famille d'hypersurfaes spatiales
Σt paramétrée par un salaire t qui feuillètent l'espae-temps de telle sorte que :
∀t, ∀(p, q) ∈ Σt, ∃φt isométrie de l'espae-temps, φt(p) = q.4 L'isotropie de l'espae
en tout point, quant à elle, se traduit par le fait qu'un observateur plaé en un
point quelonque de l'espae ne peut dénir de diretion privilégiée par rapport à
une quelonque propriété de et espae. Cela signie qu'en tout point de l'espae-
temps, il existe une ongruene de ourbes de genre temps assoiées à un hamp de
veteurs tangents uµ telle que pour tout point p et tout ouple (sµ1 , s
µ
2 ) de veteurs
en p orthogonaux à uµ, il existe une isométrie de l'espae-temps qui laisse p et uµ
invariants tout en transformant sµ1 et s
µ
2 sous une rotation.
Ce point de vue est une sorte de prinipe operniien étendu : à haque
temps, toutes les positions dans l'espae sont équivalentes, et tous les observa-
teurs "voient" les mêmes propriétés de l'espae autour d'eux.
Fort de l'expression mathématique de e prinipe nous pouvons maintenant
déterminer les métriques d'espae-temps satisfaisant es ontraintes. Elles seront
le "tissu" géométrique de l'étude de l'Univers dans la osmologie standard.
2.1.3 Espaes de symétrie maximale
Avant d'en venir à la forme de la métrique qu'implique l'hypothèse d'homogé-
néité et d'isotropie parfaites que traduit le prinipe d'équivalene strit, nous allons
faire un détour par les propriétés générales des variétés diérentielles au regard des
opérations de symétrie que l'on peut leur appliquer. Dans ette sous-setion, on
onsidérera don une variété diérentielle M de dimension N quelonque, munie
d'une métrique g dont la signature n'est pas préisée pour le moment.
On appelle isométrie deM un C1-diéomorphisme φ :M→M tel que φ∗g =
g. Autrement dit, en oordonnées, en posant g
′
µν = (φ
∗g)µν :
∀x ∈M, g′µν(x) = gµν(x) , (2.1.1)
e que l'on peut formuler en disant que la métrique est fontionnellement invariante
(lorsqu'elle est vue omme une fontion des oordonnées) par le hangement de
oordonnées impliqué par φ. Si l'on se plae dans le voisinage V d'un point p ∈M
de oordonnées x, et que l'on onsidère les transformations innitésimales :
x→ x′ = x+ ǫξ(x) , (2.1.2)
4
Une isométrie de l'espae-temps est un C1-diéomorphisme de la variété d'espae-temps qui
laisse la métrique de et espae-temps invariante.
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où ǫ ≪ 1 et ξ est un veteur de TpM, la ondition (2.1.1) est équivalente à une
ondition sur la 1-forme assoiée à ξ :
ξ(µ;ν) = 0 . (2.1.3)
Un veteur vériant ette propriété est appelé veteur de Killing. A haque iso-
métrie est don assoié un veteur de Killing, et la onnaissane de l'ensemble
des veteurs de Killing d'une variété donne par onséquent aès à l'ensemble des
isométries de ette variété, 'est-à-dire aux symétries qui la aratérise. Il est aisé
de montrer [3℄ qu'un veteur de Killing obéit à une équation de la forme :
ξµ;ν;ρ = −Rσµνρξσ , (2.1.4)
e qui montre que toutes les dérivées suessives de ξµ(x) sont onnues omme
ombinaisons linéaires des seules omposantes ξµ(x) et ξµ;ν(x), et que don ξµ au
voisinage d'un point x peut s'exprimer omme une ombinaison linéaire des ξµ(x)
et ξµ;ν(x) (grâe à un développement de Taylor). Si l'on onsidère un ensemble de
P veteurs de Killing ξi, pour tout i ompris entre 1 et P , il existe5 N quanti-
tés ξiµ et N(N − 1)/2 quantités linéairement indépendantes ξiµ;ν. Ce qui implique
que les P veteurs de Killing sont linéairement indépendants si et seulement si6
P < N(N + 1)/2. Le nombre maximal de veteurs de Killing d'une variété de
dimension N est don de N(N + 1)/2. On appelle variété maximalement symé-
trique une variété de dimension N qui possède exatement N(N + 1)/2 veteurs
de Killing. Pour une telle variété, les N veteurs ξi engendrent les N translations
innitésimales au voisinage d'un point donné, et les N(N − 1)/2 tenseurs indé-
pendants ∇ξi représentent les rotations autour d'un point donné. Ainsi, l'on voit
que l'espae riemannien homogène et isotrope résultant de l'appliation du prinipe
osmologique strit est simplement une sous-variété de genre espae maximalement
symétrique de l'espae-temps. Une dérivation omplète de la forme de la métrique
d'une variété qui possède une sous-variété maximalement symétrique peut être
trouvée dans le livre de référene de S. Weinberg [3℄. Pour une variété à N di-
mensions dont la sous-variété maximalement symétrique a M dimensions, on peut
introduire M oordonnées va sur la sous-variété, et N −M oordonnées ui pour
ompléter la base. Alors, l'élément de longeur peut s'érire :
ds2 = gab(u)du
adub + f(u)g˜ij(v)dv
idvj . (2.1.5)
g˜ est la métrique de la sous-variété maximalement symétrique. Si l'on partiularise
e résultat au as d'un espae-temps loalement diéomorphe à un espae-temps
5
A ause de la relation (2.1.3).
6
Il sut de onsidérer les ξiµ et ξ
i
µν omme les omposantes de P veteurs dans un espae
vetoriel de dimension N(N + 1)/2.
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de Minkowski, on a N = 4 et M = 3, et l'élément de longueur (2.1.5) devient :
ds2 = g(u)du2 + f(u)
(
d~v2 +
k(~v.d~v)2
1− k~v2
)
, (2.1.6)
où k ∈ R ; g est une fontion à valeurs stritement négatives, et f une fontion à
valeurs positives. Un hangement de oordonnées (u,~v) 7→ (t, r, θ, ψ) déni par :∫ √
−g(u)du = t
v1 = r sin θ cosψ
v2 = r sin θ sinψ
v3 = r cos θ ,
assorti de la dénition d'une fontion a(t) ≡√(f(u)), permet alors de réérire :
ds2 = −dt2 + a2(t)
(
dr2
1− kr2 + r
2dθ2 + r2sin2(θ)dψ2
)
. (2.1.7)
Dans la suite, nous allons préiser le sens de es oordonnées et étudier les ara-
téristiques de ette métrique.
2.1.4 Les Univers de Friedmann
Un Univers satisfaisant au prinipe osmologique strit tel qu'énoné i-dessus
peut don être dérit par une métrique spatio-temporelle impliquant l'élément
de longueur dit de Friedmann-Lemaître-Robertson-Walker (FLRW i-après) de la
forme :
ds2 = −dt2 + a2(t)
[
dr2
1− kr2 + r
2dθ2 + r2 sin2(θ)dψ2
]
, (2.1.8)
où le triplet (r, θ, ψ) représente les oordonnées sphériques loales telles que
déduites de elles de R3. k traduit la ourbure onstante des hypersurfaes de genre
espae ; il est nul pour un espae plat, positif si l'espae est à ourbure positive
et négatif s'il est à ourbure négative. Il faut noter que la nature de la ourbure
est une information géométrique, don loale ; elle ne ontraint absolument pas la
topologie des hypersurfaes spatiales. Par exemple, un espae ave k = 0 a une
géométrie plane, mais il peut aussi bien avoir la topologie du plan eulidien R3
que elle du 3-tore T3. Ces oordonnées sont dites omobiles dans la mesure où
les observateurs initialement au repos dans es oordonnées restent au repos par
rapport à eux. De tels observateurs sont alors dits omobiles. La oordonnée t est
appelé temps osmique, et a(t) fateur d'éhelle. Ce dernier traduit omment la
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distane entre deux observateurs omobiles varie ave le temps ; la relation entre le
distane physique l(t) et la distane omobile r (qui ne dépend pas du temps) est
donnée par : l(t) = a(t)r. Pour un Univers en expansion, les distanes physiques
entre les observateurs omobiles roissent, don a(t) est une fontion roissante du
temps ; nous supposerons pour le moment que 'est bien le as, et nous verrons
dans la setion suivante que 'est un résultat qui déoule du ontenu matériel de
l'Univers.
Cinématique des modèles FLRW
An d'explorer plus avant la inématique dans un Univers friedmannien, onsi-
dérons maintenant une partiule en hute libre dans une métrique de Friedmann.
Soit uµ = dxµ/dτ la quadri-vitesse de la partiule. Alors la omposante temporelle
de l'équation des géodésiques de ette partiule s'érit :
du0
dτ
+
a˙
a
‖~u‖ = 0 , (2.1.9)
où f˙ ≡ ∂f/∂t, et ‖~u‖ ≡ gijuiuj. Par quelques manipulations, on peut réérire ette
équation sous la forme :
d‖~u‖
dt
+
a˙
a
‖~u‖ = 0 . (2.1.10)
Ainsi, la vitesse partiulière d'une partiule en hute libre évolue omme ‖~u‖ ∝ a−1,
'est-à-dire que dans un Univers en expansion, une partiule en hute libre qui
ne serait pas immédiatement au repos par rapport aux oordonnées omobiles, y
retournerait du fait de l'expansion. Cei indique que les oordonnées omobiles sont
les oordonnées "naturelles" pour un espae-temps dont les setions spatiales sont
homogènes, isotropes et en expansion. La 3-vitesse ave laquelle deux observateurs
omobiles situés à une distane physique relative l s'éloignent est donnée par :
v(t) =
dl(t)
dt
= H(t)l(t) ave H(t) ≡ a˙
a
. (2.1.11)
On retrouve don une généralisation de la loi de Hubble, et 'est pourquoi H(t)
est appelé paramètre de Hubble. Il traduit le taux d'expansion (ou de ontration)
de l'Univers.
Une des aratéristiques fondamentales des espae-temps de Friedmann en ex-
pansion est l'existene d'un horizon des partiules, 'est-à-dire d'une surfae spa-
tiale qui limite la portion de l'espae qui a eu un ontat ausal ave un observateur
omobile situé en (r0, θ0, ψ0) entre l'instant initial t = 0 et l'instant t. An de al-
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uler la taille d'un tel horizon, on onsidère un signal lumineux émis en (r1, θ0, ψ0)
7
à l'instant t = 0. Un tel signal suit une géodésique de genre lumière, et par onsé-
quent, on a le long du trajet du signal : ds2 = 0, soit :∫ t
0
dt
′
a(t′)
=
∫ r1
r0
dr√
1− kr2 . (2.1.12)
Or, la distane physique entre l'observateur et l'horizon, dH(t) est obtenue en
intégrant l'élément de longueur radiale entre l'observateur et l'horizon :
dH(t) =
∫ r1
r0
√
grrdr , (2.1.13)
don la taille de l'horizon des partiules assoié à un observateur est à un instant
t donné :
dH(t) = a(t)
∫ t
0
dt
′
a(t′)
. (2.1.14)
Si dH(t) est nie, ela signie que le ne de lumière passé d'un observateur est
limité par l'horizon des partiules : alors une fration seulement de l'Univers a
pu être en ontat ausal ave l'observateur depuis le Big-Bang (orrespondant
à a(t) = 0). La forme de l'intégrand montre que la nitude de dH(t) dépend es-
sentiellement du omportement du fateur d'éhelle au tout début de l'Univers,
lorsque a(t) ∼ 0.
Pour onlure ette présentation de la inématique des modèles FLRW, il nous
reste à introduire une quantité fondamentale pour la osmologie observationnelle :
le déalage vers le rouge. Considérons un photon de longueur d'onde λ1 émis à
l'instant t1 par un objet astrophysique (par exemple une galaxie) situé en (r1, 0, 0)
et reçu à l'instant t0 par un observateur situé en (r0, 0, 0). La longueur d'onde
"oordonnée" du photon est donnée par la grandeur adimensionnée λ¯ = λ1/a(t1).
Cette grandeur ne dépendant pas du temps, la longueur d'onde du signal reçu par
l'observateur est : λ0 = a(t0)λ¯. On a don :
λ0
λ1
=
a(t0)
a(t1)
. (2.1.15)
On dénit alors le déalage vers le rouge z de la soure astrophysique par z =
(λ0 − λ1)/λ1, et on a :
1 + z =
a(t0)
a(t1)
. (2.1.16)
7
Les oordonnées angulaires sont hoisies arbitrairement pour oinider ave elles de l'ob-
servateur ar du fait de l'isotropie de l'espae, es oordonnées ne jouent auun rle ; autrement
dit, l'horizon à un instant donné est une 2-sphère entrée sur l'observateur.
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On omprend don pourquoi ette grandeur est appelée déalage vers le rouge :
pour un Univers en expansion, omme a(t0) > a(t1), on a bien λ0 > λ1, don la
longueur d'onde de la lumière a été déalée vers la zone des plus grandes longueurs
d'onde du spetre élétromagnétique, 'est-à-dire vers le rouge pour un photon
du domaine visible. Dans la suite, les grandeurs portant un indie 0 désigneront
les valeurs de es grandeurs aujourd'hui. Le déalage vers le rouge des objets
astrophysiques est par exemple toujours déni pour un observateur situé sur Terre
aujourd'hui ('est le seul observateur dont on dispose !).
Dynamique des modèles FLRW
Nous pouvons maintenant érire les équations d'Einstein pour les Univers de
Friedmann, à ondition de nous donner une presription pour leur ontenu maté-
riel. Considérons don un uide osmologique parfait omobile aratérisé par sa
densité ρ et sa pression p. Du fait de la symétrie homogène et isotrope des hyper-
surfaes spatiales, ρ et p ne dépendent que de t, et le tenseur énergie-impulsion du
uide s'érit alors :
T µν = p(t)g
µ
ν + (ρ(t) + p(t))u
µuν
=


−ρ(t) 0 0 0
0 p(t) 0 0
0 0 p(t) 0
0 0 0 p(t)

 . (2.1.17)
Les équations d'Einstein donnent alors, après une légère manipulation, les équa-
tions dites de Friedmann : (
a˙(t)
a(t)
)2
=
8πGρ(t)
3
+
Λ
3
− k
a2(t)
(2.1.18)
a¨(t)
a(t)
= −4πG
3
(ρ(t) + 3p(t)) +
Λ
3
(2.1.19)
ρ˙(t) + 3
a˙(t)
a(t)
(ρ(t) + p(t)) = 0 . (2.1.20)
On voit que, si l'on dispose d'un modèle pour le uide parfait osmique, sous la
forme p(t) = p[ρ(t)], e système onstitue un système ontraint de trois équations
diérentielles à deux inonnues, a et ρ ; la première équation est en eet une
équation de ontrainte, appellée ontrainte hamiltonienne dans la déomposition
3 + 1 de la Relativité Générale (f annexe B).
Classiquement, on introduit le taux d'expansion de l'Univers, ou fateur de
Hubble, H(t) déjà vu i-dessus, le taux de déélération q(t) et les densités adim-
30 CHAPITRE 2. LE MODÈLE STANDARD DE LA COSMOLOGIE
mensionnées sous la forme :
H(t) ≡ a˙(t)
a(t)
(2.1.21)
q(t) ≡ − a¨(t)
a(t)H2(t)
(2.1.22)
Ωm(t) ≡ 8πGρ(t)
3H2(t)
(2.1.23)
ΩΛ(t) ≡ Λ
3H2(t)
(2.1.24)
Ωk(t) ≡ − k
a2(t)H2(t)
, (2.1.25)
et l'on suppose que le uide parfait osmique est barotropique, 'est-à-dire que
p(t) = ωρ(t) ave ω une onstante, si bien que le système (2.1.18)-(2.1.20) donne :
Ωm(t) + ΩΛ(t) + Ωk(t) = 1 (2.1.26)
q(t) =
1
2
Ωm(t)(1 + 3ω)− ΩΛ(t) . (2.1.27)
On dénit alors l'âge de l'Univers par l'intégrale :
t0 =
∫ a0
0
da
aH(a)
. (2.1.28)
Utilisant les systèmes (2.1.18)-(2.1.20) et (2.1.26)-(2.1.27), et dénissant le pa-
ramètre λ = ln(a), on peut alors érire un système dynamique pour le triplet
(Ωm,ΩΛ,Ωk), en notant u
′ ≡ du/dλ :
Ω
′
m = Ωm [(1 + 3ω)(Ωm − 1)− 2ΩΛ] (2.1.29)
Ω
′
Λ = ΩΛ [(1 + 3ω)Ωm + 2(1− ΩΛ)] (2.1.30)
Ωk = 1− Ωm − ΩΛ (2.1.31)
Ce système admet trois points xes pour la dynamique :
(Ω¯m, Ω¯Λ, Ω¯k) = (1, 0, 0) : Univers d'Einstein-de Sitter
= (0, 1, 0) : Univers de de Sitter
= (0, 0, 1) : Univers vide dominé par la ourbure.
Le linéarisé du système dynamique au voisinage d'un de es points xes est
aratérisé par la diérentielle du hamp de veteur prise au point xe :
L =
(
(1 + 3ω)(2Ω¯m − 1)− 2Ω¯Λ −2Ω¯m
(1 + 3ω)Ω¯Λ (1 + 3ω)Ω¯m + 2(1− 2Ω¯Λ)
)
. (2.1.32)
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Fig. 2.1.1  Portrait de phase du système (2.1.29)-(2.1.30) pour w = 1/3.
Les valeurs propres de ette matrie L sont :
Pour (1, 0, 0) : (1 + 3ω) et 3(1 + ω)
Pour (0, 1, 0) : −2 et − 3(1 + ω)
Pour (0, 0, 1) : 2 et − (1 + 3ω) .
Ainsi, le point xe (0, 0, 1) est instable (son linéarisé possède au moins une valeur
propre de partie réelle stritement positive) ; l'Univers de Einstein-de Sitter, orres-
pondant à (1, 0, 0), est un point xe stable de la dynamique si ω < −1 et instable
si ω > −1 ; inversement, l'Univers de de Sitter (0, 1, 0) est un point xe stable si
ω > −1 et instable si ω < −1. Le as où w = −1 ne peut être traité par ette
méthode ar le système n'est plus hyperbolique au voisinage des points (1, 0, 0) et
(0,0,1) (l'une des valeurs propres du linéarisé est nulle). Cependant, e as se réduit
à elui d'une onstante osmologique dans un Univers de ourbure k ar un uide
barotropique ave ω = −1 a une densité d'énergie onstante ; sa dynamique peut
don être étudié très simplement. Il sut d'introduire une onstante osmologique
"habillée" Λ˜ = λ+8πGρ ; on a alors un système unidimensionnel ave deux points
xes (ΩΛ˜,Ωk) = (1, 0) et (0, 1), le premier étant stable et le seond instable. Les
portraits de phase du système (2.1.29)-(2.1.30) sont présentés sur les gures 2.1.1,
2.1.2 et 2.1.3 pour ertaines valeurs du paramètre ω.
32 CHAPITRE 2. LE MODÈLE STANDARD DE LA COSMOLOGIE
0.0 0.5 1.0 1.5
0.0
0.5
1.0
1.5
ΩΛ
Ωm
Fig. 2.1.2  Portrait de phase du système (2.1.29)-(2.1.30) pour w = 0.
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Fig. 2.1.3  Portrait de phase du système (2.1.29)-(2.1.30) pour w = −1.2.
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2.2 Histoire thermique de l'Univers
Nous avons étudié i-dessus les trajetoires dans l'espae des phases pour un
Univers ne ontenant qu'un seul type de uide ; or notre Univers omprend de
multiples sortes de hamps de matière : radiation, baryons, matière noire et.
Après avoir fait une ourte liste de e ontenu matériel, nous allons don dérire les
diérentes phases de l'histoire de l'Univers, et les phénomènes physiques marquants
se déroulant au ours de es phases : nous rentrons de plein pied dans la osmologie
physique !
2.2.1 Contenu de l'Univers
On peut ommener par onstater que notre environnement prohe dans l'Uni-
vers est omposé d'un ertain nombre de partiules, qui ont été intégrées dans le
adre plus large du modèle standard de la physique des partiules ; e sont :
 des leptons, sous la forme d'életrons et de neutrinos ;
 des baryons, dans les noyaux atomiques, omposés de protons et de neutrons ;
 des photons, partiules assoiées aux ondes életromagnétiques.
Les photons sont des partiules sans masses et l'on peut onsidérer que dans
l'Univers, ils forment un uide parfait de partiules relativistes de densité d'énergie
ργ et de pression pγ dont l'équation d'état est wγ = pγ/ργ = 1/3 (f Annexe A).
Les neutrinos du modèle standard semblent très légers (la somme de leurs masses
est inférieure à quelques dizièmes d'életronvolts et l'on onsidèrera don qu'ils
forment également un uide parfait relativiste ave wν ∼ 1/3 très tt dans l'his-
toire de l'Univers. Pour e qui est des baryons et des életrons, leur omportement
dépend des onditions de température reignant dans l'Univers. Cependant, nous
pourrons onsidérer que pour l'immense majorité de l'histoire de l'Univers (sauf
lorsque nous devrons étudier des eets ns tels que la nuléosynthèse primordiale)
ils onstituent un uide parfait de partiules non relativistes dite matière baryo-
nique (ar la masse des baryons, si l'on suppose la ompensation strite globale
des harges, domine largement la masse des életrons) d'équation d'état wb = 0
(f Annexe A). C'est e que l'on appellera la matière ordinaire, elle qui onstitue
les atomes.
Cependant, l'énumération ne semble pas s'arréter là. Les observations de Zwi-
ky en 1933 [30℄ sur la rotation des galaxies spirales, étayées plus tard par de
multiples autres observations ont mis en évidene un fait troublant : la vitesse
klépérienne des étoiles dans la galaxie devrait être donnée, en fontion de leur
distane au entre r dans l'approximation newtonienne, par :
v(r) =
√
GM(< r)
r
, (2.2.1)
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Fig. 2.2.1  Figure tirée de [31℄. Courbe de rotation de la galaxie NGC6503. La
ourbe en points représente la ontribution du gaz, elle en pointillés la ontribu-
tion du disque, et elle alternant tirés et points la ontribution du halo de matière
sombre.
où M(< r) est la masse totale située à une distane au entre inférieure à r. Les
étoiles étant essentiellement ontenues dans les régions entrales de la galaxie (e
que l'on sait par leur brillane de surfae), si toute la masse galatique était dans
les étoiles, M(< r) tendrait vers une onstante lorsque r roîtrait, et la vitesse
des étoiles devrait par onséquent déroitre en 1/
√
r au bord de la galaxie. Or, les
ourbes de rotation des galaxies ne montrent pas e omportement ; au ontraire,
la vitesse des étoiles semble se stabiliser à partir d'un ertain rayon, omme illustré
sur la gure 2.2.1.
D'autre part, l'appliation du théorème du viriel aux amas de galaxies, ainsi que
des mesures réentes de leur masse par eet de lentille gravitationnelle indiquent
que la matière visible, sous forme de galaxies ou de gaz ne représente pas plus de
quelques 20% de la masse totale déduite par les eets gravitationnels. Qu'est-e à
dire ? Certains ont proposé que es désaords pourraient venir d'une modiation
de la gravité aux faibles aélérations : 'est l'hypothèse MOND [32, 33, 34℄. On
trouvera une desription détaillée des diérentes formulations possibles d'une telle
dynamique dans le adre d'une théorie des hamps, les problèmes posés par es for-
mulations, ainsi que des pistes de solutions dans une revue réente [35℄. Néanmoins,
l'observation par eet de lentille gravitationnelle de la ollision de deux amas de
galaxies [36℄ semble poser un ertain nombre de problèmes à ette hypothèse, et
la seule façon onnue aujourd'hui de la réonilier ave ette observation serait
d'avoir des neutrinos ayant une masse d'environ 1 eV, e qui n'est ni onrmé, ni
inrmé. Dans le modèle standard que nous présentons ii, es désaords ont été
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interprétés omme le signe de l'existene d'une omposante de matière sombre,
'est-à-dire n'ayant auune interation élétromagnétique. Les simulations numé-
riques de la formation des strutures montrent que ette matière sombre doit être
onstituée de partiules massives non relativistes ayant une faible dispersion de
vitesse : 'est la matière noire froide. Plusieurs andidats existent pour ette ma-
tière sombre : partiule supersymétrique la plus légère, axions et ; LHC devrait
pouvoir élairer la ommunauté sur e point dans les années à venir. Pour nous, la
matière sombre sera don simplement un uide parfait non relativiste d'équation
d'état wCDM = 0.
2.2.2 Les diérentes ères
Connaissant les équations d'état des diérents uides osmiques, nous pouvons
déduire l'évolution des densités d'énergie de es uides en onsidérant qu'ils n'in-
teragissent pas entre eux. En eet, l'absene d'interation garantit que haun de
es uides obéit à une équation du type (2.1.20). Alors,onsidérons N uides de
densités d'énergie ρi et de pression pi = ωiρi, pour i ∈ {1, 2, ..., N}, on a :
ρ˙i + 3(1 + ωi)
a˙
a
ρi = 0 , (2.2.2)
don :
ρi(a) = ρi(a0)
(
a
a0
)−3(1+ωi)
. (2.2.3)
Pour les uides dont nous avons vu qu'ils peuplaient notre Univers nous avons
par onséquent :
Pour la radiation életromagnétique : ργ(a) = ργ(a0)
(
a
a0
)−4
Pour les neutrinos légers : ρν(a) = ρν(a0)
(
a
a0
)−4
Pour la matière ordinaire : ρb(a) = ρb(a0)
(
a
a0
)−3
Pour la matière sombre froide : ρCDM(a) = ρCDM (a0)
(
a
a0
)−3
.
On peut don distinguer essentiellement deux omposantes distintes quant à
leur évolution au ours de l'expansion :
 un uide relativiste, omposé de photons, et de neutrinos, de densité totale
ρR(a) = ρR(a0)
(
a
a0
)−4
, et de pression donnée par pR = ρR/3 ;
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 un uide non relativiste, dit poussière, omposé de matière ordinaire (ba-
ryons et életrons) et de matière noire froide, de densité totale ρD(a) =
ρD(a0)
(
a
a0
)−3
, et de pression nulle, pD = 0.
Pour un Univers de Friedmann plat (k = 0) et sans onstante osmologique
(Λ = 0), on peut résoudre simplement les équations de Friedmann (2.1.18)-(2.1.20)
et obtenir le omportement du fateur d'éhelle en fontion du temps :
a(t) ∝ t1/2 pour w = 0 (2.2.4)
a(t) ∝ t2/3 pour w = 1/3 . (2.2.5)
Pour un Univers vide ave une simple onstante osmologique (e que nous avons
appelé i-dessus un Univers de de Sitter), on trouve de même :
a(t) ∝ exp
(√
Λ
3
t
)
. (2.2.6)
ela justie a posteriori le fait que nous ayons onsidéré depuis le début que le
fateur d'éhelle était une fontion roissante du temps : tous les types de matière
lassique présents dans l'Univers observé mènent à un Univers de Friedmann en
expansion, pourvu qu'il ait été en expansion à un moment donné du passé. Un
orollaire évident de e résultat est qu'il existe un instant t = 0 dans le passé où
a(0) = 0 ; 'est le fameux Big-Bang !8
Aujourd'hui, les densités de photons et de neutrinos sont très faibles par rapport
aux densités de matière ordinaire et de matière noire froide ; ependant, les lois
d'évolution présentées i-dessus montrent que ela n'a pas toujours était le as.
En eet, l'Univers étant en expansion, le fateur d'éhelle a été plus petit par le
passé qu'aujourd'hui, don, si a0 est hoisi pour le fateur d'éhelle aujourd'hui, le
rapport :
ρR
ρD
(a) =
ρR
ρD
(a0)
(
a
a0
)−1
(2.2.7)
augmente lorsque l'on remonte vers dans le passé de l'Univers. Cela signie qu'il
existe un instant teq où les densités d'énergie des uides relativiste et non relativiste
sont égales, à et instant, le fateur d'éhelle et le déalage vers le rouge valent :
aeq =
ρR(a0)
ρD(a0)
a0
zeq =
ρD(a0)− ρR(a0)
ρR(a0)
,
8
Le hoix t = 0 pour l'instant initial est arbitraire ; e qui ompte, 'est l'existene de et
"instant initial", et l'on peut toujours alors redénir le temps de sorte qu'il oinide ave 0.
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Fig. 2.2.2  Evolution des densites de uide relativiste ρR (en trait plein) et
non relativiste ρD (en pointillés). L'axe des ordonnées est gradué en éhelle du
logarithme des densités. Le trait vertial indique le fateur aeq.
soit, pour les valeurs du modèle de onordane (f setion 2.3) : zeq ∼ 2.32× 104,
ou Teq ∼ 5.5 eV. On distingue don deux grandes ères dans l'histoire thermique de
l'Univers :
 Au début de l'histoire de l'Univers, pour des températures supérieures à Teq,
l'ère dominée par la radiation (EDR i-après), durant laquelle l'expansion de
l'Univers est dominée par le uide relativiste. Loin dans ette ère, la densité
totale est bien approhée par la densité ρR, et la pression totale par pR.
 Pour des températures inférieures à Teq, l'ère dominée par la matière (EDM
i-après), durant laquelle l'expansion de l'Univers est dominée par le uide
non relativiste. Loin dans ette ère, la densité totale est bien approhée par
la densité ρD, et la pression totale est nulle.
Cette setion s'intitule "histoire thermique" de l'Univers ; pourtant, il est,
strito sensu, impossible de dénir un équilibre thermique pour l'Univers, elui-i
n'étant pas dans un état xe, 'est-à-dire statique (la métrique FRW ne possède
pas de veteur de Killing de genre temps). Cependant, l'usage est de dénir une
température pour l'Univers qui orrespond à la température équivalente du gaz de
photons ontenu dans et Univers. La thermodynamique d'un gaz de Bose-Einstein
nous donne, pour la densité d'un uide de partiules relativistes à la température
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T (f annexe A) :
ρR ∝ T 4 . (2.2.8)
Or, nous avons vu qu'un tel uide, dont l'équation d'état est pR/ρR = 1/3 se
omporte, en fontion du fateur d'éhelle, omme : ρR ∝ a−4. Ainsi, es deux
relations suggèrent que l'on peut dénir la température de l'Univers à un instant
donné en utilisant la température du gaz de photons et en posant : T (t) ∝ a−1(t),
soit :
T (t)
T (t0)
=
a(t0)
a(t)
= 1 + z(t) . (2.2.9)
Cette température a un sens bien déni tant que les diérents uides restent
intimement ouplés et maintiennent un équilibre thermodynamique entre eux.Nous
verrons par la suite l'importane de es ouplages.
L'évolution des densités est présentée sur la gure 2.2.2.
2.2.3 L'Univers très primordial
A des températures supérieures à T ∼ 1016 GeV règne la gravité quantique. Les
phénomènes mis en jeu éhappent largement à tout e que la physique atuelle peut
prédire de façon solide, et il faudra sûrement attendre l'uniation de la gravitation
ave la théorie quantique des hamps pour pouvoir sonder la phénoménologie de
ette période. Plus tard, suivent un ensemble de transitions phases à haute énergie :
 Vers 1016 à 1014 GeV. Fin de la grande uniation, qui marque la séparation
de l'interation forte d'ave l'interation életrofaible.
 Vers 300 GeV. Brisure spontanée de la symétrie életrofaible, au ours de
laquelle les bosons de jauge et les autres partiules aquièrent une masse
grâe au méanisme de Higgs.
 Vers 300 à 100 MeV. Transition quarks/hadrons au ours de laquelle les
baryons et les mésons se forment à partir d'une brisure de la symétrie hirale
et l'apparition du onnement des quarks.
Cette période de l'histoire de l'Univers, enore mal onnue, reevra ertainement
de nombreux élairissements des expérienes qui ommeneront bientt autour
de l'aélérateur LHC du CERN.
2.2.4 Nuléosynthèse primordiale
Entre 10 MeV et 10 keV, se déroule la première phase de l'Univers primordial
qui nous permette de ontraindre le modèle standard de la osmologie : la nu-
léosynthèse primordiale. Il s'agit d'un ensemble de phénomènes nuléaires qui ont
onduit à la synthèse des noyaux légers : du deutérium jusqu'au
7
Li essentiellement.
Nous allons insister sur le déroulement de ette phase importante dans l'histoire
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de l'Univers, ar nous y reviendrons dans la deuxième partie de et ouvrage, pour
traiter des modiations que peut y apporter une théorie salaire-tenseur de la
gravité.
Réations nuléaires et équilibre statistique
Deux notions sont très importantes pour traiter de l'histoire thermique de l'Uni-
vers en général, et de la nuléosynthèse primordiale en partiulier : elle d'eaité
d'une réation, et elle d'équilibre statistique.
Une réation (nuléaire par exemple) est aratérisée par un taux de réation,
homogène à l'inverse d'un temps. Dans un Univers en expansion, il existe, à haque
temps t, une quantité aratéristique homogène à un temps : le taux d'expansion,
ou fateur de Hubble H(t). Si l'on onsidère une réation i donnée, dont le taux de
réation Γi est alulé à partir du modèle standard de la physique des partiules
ou d'un modèle de physique nuléaire, deux situations peuvent se produire :
 Si Γi/H > 1, alors le temps aratéristique de la réation 1/Γi est inférieur
au temps aratéristique de l'expansion, et la réation est alors possible.
 Si Γi/H < 1, alors, l'expansion "dilue" les partiules trop vite, e qui inhibe
la réation, qui se gèle.
Parmi l'ensemble des réations nuléaires qui vont nous intéresser par la suite,
ertaines sont d'une importane partiulière : e sont elles assurant un équilibre
statistique entre espèes nuléaires. Il nous faut don ii développer brièvement
leurs propriétés.
Pour un noyau de masse mA, de nombre de masse A ave Z protons, non
relativiste à la température T (mA ≪ T ), et à l'équilibre inétique, la densité
numérique est donnée par :
nA = gA
(
mAT
2π
)3/2
exp
(
µA −mA
T
)
, (2.2.10)
où µA est le potentiel himique et gA le nombre de degrés de liberté internes de
l'espèe nuléaire onsidérée.
Si les réations responsables de l'interonversion entre l'espèe de nombre de
masse A(Z) et un système à Z protons et A−Z neutrons sont rapides par rapport
à l'expansion, l'équilibre himique est maintenu, et l'on peut érire :
µA = Zµp + (A− Z)µn , (2.2.11)
où µp et µn sont les potentiels himiques respetifs des protons et des neutrons.
Alors, en exprimant l'énergie de liaison d'un noyau A(Z) :
BA = Zmp + (A− Z)mn −mA , (2.2.12)
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et en négligeant la diérene de masse entre neutrons et protons (mp = mn = mN)
dans les fateurs non exponentiés, on a :
nA = gAA
3/22−A
(
2π
mNT
)3(A−1)/2
nZp n
A−Z
n exp
(
BA
T
)
. (2.2.13)
On a l'habitude d'introduire la densité numérique totale de nuléons : nN = nn +
np+
∑
iAinAi, où l'on a indexé symboliquement les espèes nuléaires autres que les
protons et les neutrons par i. Grâe à ette densité, on peut dénir les abondanes
adimensionnées, ou frations de masse :
XA ≡ nAA
nn
, ave :
∑
i
Xi = 1 , (2.2.14)
dont l'expression est donnée par :
XA = C(A)
(
T
mN
)3(A−1)/2
ηA−1XZp X
A−Z
n exp
(
BA
T
)
; (2.2.15)
η ≡ nn/nγ est le rapport du nombre baryonique au nombre de photons et C(A) =
2(3A−5)/2gAζ(3)A−1π(1−A)/2A5/2. Le rapport η est atuellement estimé [13℄ à η ∼
6.14 × 10−10 : l'Univers ontient bien plus de photons que de noyaux non relati-
vistes ; 'est e qui explique que l'on dise parfois que l'Univers est "haud".
La gure 2.2.3 montre le réseau de 32 relations nuléaires prises en ompte
dans le alul de abondanes primordiales. Les traits pointillés représentent les
réations réiproques du type a + b ↔ c + d, alors que les traits pleins ave une
èhe représentent les réations du type a + b → c + d, la réation inverse étant
toujours signiativement défavorisée.
Conditions initiales
Comme nous le verrons, la quasi totalité des neutrons libres vont être inor-
porés, durant la nuléosynthèse, dans les noyaux d'
4
He. aussi est-il important de
onnaître l'évolution de la densité de neutrons au ours de l'expansion. L'équi-
libre entre neutrons et protons est établi par les proessus d'interations faibles
suivants :
n ↔ p+ e− + ν¯e
νe + n ↔ p+ e− (2.2.16)
e+ + n ↔ p+ ν¯e .
Lorsque es réations sont eaes, 'est-à-dire lorsque leur taux de réation
sont grands omparés au taux d'expansion, l'équilibre himique est atteint, et en
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Fig. 2.2.3  Réseau de réations nuléaires utilisées dans le shéma de Beaudet-
Yahil [37℄ permettant de aluler les abondanes primordiales des éléments légers.
appliquant les résultats obtenus i-dessus, on trouve le rapport du nombre de
neutrons au nombre de protons à l'équilibre :(
n
p
)
eq
≡ Xn
Xp
= exp
(−Q+ (µe − µν)
T
)
. (2.2.17)
Dans ette expression, Q = mn − mp ∼ 1.3 MeV. En nuléosynthèse standard,
l'Univers est supposé életriquement neutre ave un nombre leptonique faible, e
qui permet de négliger les potentiels himiques des életrons et des neutrinos par
rapport à Q, et d'obtenir : (
n
p
)
eq
= exp
(
−Q
T
)
. (2.2.18)
Ce rapport se maintient tant que les taux de réation des proessus (2.2.16) sont
plus grands que le taux d'expansion. Une analyse simple permet de montrer que
pour un taux typique Γ pour les proessus (2.2.16) on a [38℄ :
Γ
H
∼
(
T
0.8 MeV
)3
si T ≥ me = 0.5110 MeV. (2.2.19)
don, le rapport n/p (2.2.18) se gèle aux alentours de T = 0.8 MeV à la valeur
(n/p)g ∼ 0.2. La gure 2.2.4 représente la fration n/p à l'équilibre et dans la
solution réelle, pour le modèle standard de la osmologie.
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Fig. 2.2.4  Evolution du rapport n/p en fontion de la température. La ourbe
en pointillés représente l'évolution du rapport n/p à l'équilibre thermodynamique
(2.2.17) et la ourbe en trait plein l'évolution de e rapport au ours de la nu-
léosynthèse. On voit lairement le dérohage dû au gel des interations faibles.
La hute brutale du rapport vers 70 keV vient du fait qu'à ette température,
les proessus de nuléosynthèse inorporent la quasi-totalité des neutrons dans les
noyaux atomiques.
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Aux températures au voisinage de 1 MeV, l'équilibre statistique est enore va-
lide pour les espèes nuléaires plus lourdes que les nuléons, et leur fration de
masse peut être alulée à partir de l'expression (2.2.15). on peut estimer grossiè-
rement les températures pour lequelles une espèe de nombre de masse A devient
thermodynamiquement favorisée en résolvant l'équation XA ∼ 1 ; on trouve alors
la relation :
TA ∼ BA
(A− 1)(1.5 ln(mN/TA)− ln(η)) . (2.2.20)
Pour la valeur de η rapportée i-dessus, on obtient, T4 ∼ 0.28 MeV pour l'4He,
T3 ∼ 0.11 MeV pour l'3He et T2 ∼ 0.07 MeV pour le deutérium. Ces températures
relativement basses omparées aux énergies de liaison de es noyaux s'expliquent
par la forte entropie de l'Univers qui rend η très petit.
Synthèse des éléments légers
Nous venons de voir que les éléments légers étaient synthétisés à des tempéra-
tures voisines de 100 keV ; 'est la phase entrale de la nuléosynthèse qu'il nous
faut dérire dans e paragraphe. Vers T ∼ 0.3 MeV, la fration de masse d'4He
alulée par l'équilibre statistique est prohe de 1 ; pourtant, la synthèse de l'4He
ne ommene que vers 0.1 MeV ar les frations de D, 3He et 3H ne sont pas alors
susantes pour produire l'
4
He par les réations
9
: D(D,n)
3
He(D,p)
4
He, D(D,γ)4He
et D(D,p)
3
H(D,n)
4
He. Au moment de la synthèse de l'
4
He, la quasi-totalité des
neutrons libres sont emprisonnés dans les noyaux d'
4
He, qui sont les noyaux légers
les plus fortement liés ; la fration de masse obtenue est alors :
X4 =
4n4
nN
=
4(nN/2)
nN
=
2(n/p)g
1 + (n/p)g
∼ 0.3 (2.2.21)
On peut s'étonner du fait que des noyaux plus fortement liés, tels que
12
C ou
16
O
ne soit pas produit ; ela peut être relié à l'existene d'une barrière de Coulomb
importante due à la répulsion entre protons. De plus, une fration non négligeable
de deutérium et d'
3
He n'est pas détruite par la prodution d'
4
He ar les réations
itées i-dessus se gèlent dès lors que es frations passent en dessous d'un ertain
seuil. Finalement, une petite fration de
7
Li est également produite vers T ∼ 70
keV. Les abondanes prédites par le modèle standard sont :
9
En eet, les taux de réations dépendent linéairement des densités numériques des réatants.
Dans la suite, nous adopterons la notation a(b, c)d pour la réation nuléaire a+b↔ c+dmettant
en jeu les partiules a,b, et d, haune pouvant être un noyau ou un photon ; es derniers seront
onventionnellement notés γ.
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Yp = 0.2484
+0.0004
−0.0005
D/H = 2.75+0.24−0.19 × 10−5
7
Li/H = 3.82+0.73−0.60 × 10−10 .
Nous reviendrons, dans la partie suivante de ette thèse, sur l'aord de es
préditions ave les observations. Nous pouvons d'ores et déjà signaler que l'abon-
dane d'
4
He est en très bon aord ave les observations, et que ette prédition
onstitue un solide pilier du modèle standard de Big-Bang haud.
2.2.5 Déouplage et fond de rayonnement osmologique
Dans l'Univers primordial, tant que la température est grande devant l'énergie
de liaison des atomes d'hydrogène, photons et életrons sont fortement ouplés par
l'intermédiaire des diusions Compton ; les életrons et les noyaux atomiques res-
tent alors en équilibre ave le gaz de photons sous la forme d'un plasma emplissant
l'Univers. Pendant e temps, la matière sombre, qui n'est pas ouplée aux photons
par des proessus életromagnétiques, subit un eondrement gravitationnel stan-
dard pour un uide sans pression. Dès que la diusion Compton n'est plus assez
eae, vers T ∼ 3000 K ∼ 0.26 eV, 'est-à-dire peu après l'égalité entre matière
et rayonnement, les életrons et les noyaux se déouplent des photons pour former
les atomes életriquement neutres
10
. Les photons voient alors leur libre parours
moyen augmenter de façon importante et un fond dius de rayonnement est libéré,
que l'on appelle fond de rayonnement osmologique. Les propriétés prinipales de
e fond dius ont été prévues par Gamow [27℄ suivi de Alpher et Herman [26℄, puis
il a été observé par Penzias et Wilson [28℄. Si l'on néglige les faibles utuations
de température, e fond est homogène, aratérisé par un spetre de orps noir :
I(ν, T ) ∝ ν
3
exp(ν/T )− 1 . (2.2.22)
La température de e orps noir a été mesurée ave une grande préision par
l'expériene COBE [8℄. Aujourd'hui, elle est de T0 = 2.725 ± 0.001 K. La gure
2.2.5 montre les mesures du spetre du fond de rayonnement omparées à elui
d'un orps noir à la température de 2.726 K.
Ce spetre de orps noir permet de déduire que les photons du fond de rayon-
nement osmologique ont une distribution de Plank à la température T0, si bien
10
On attendrait naïvement que ette température soit omparable à l'énergie de liaison des
atomes d'hydrogène ; en fait, elle est beauoup plus faible ar la reombinaison est retardée par
la grande entropie de l'Univers.
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Fig. 2.2.5  Spetre du fond de rayonnement osmologique. Les barres d'erreur de
la mesure sont tellement petites qu'elles sont ahées par la ourbe d'ajustement.
Extrait de [39℄.
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Fig. 2.2.6  Résultats de WMAP : spetre de puissane des anisotropies du fond
de rayonnement osmologique obtenu par la mission WMAP. La ourbe rouge
montre le meilleur ajustement pour un modèle osmologique standard en présene
de matière sombre et d'une onstante osmologique. Obtenue à partir du site de
WMAP [40℄.
que l'on peut déduire la densité numérique de photons dans l'Univers atuel :
nγ0 ∼ 410.44 m−3.
Cependant, la distribution de matière au moment du déouplage n'était pas
parfaitement homogène.Une fois retirée la omposante homogène de orps noir,
ainsi que le diple dû au mouvement de la Terre par rapport aux oordonnées
omobiles, il reste dans la distribution des photons, une omposante inhomogène
d'amplitude relative ∆T/T0 ∼ 10−5, qui traduit les utuations de densité dans le
plasma au moment du déouplage. La faiblesse de es utuations est à l'origine de
l'hypothèse d'homogénéité et d'isotropie de notre Univers qui onduit à la formu-
lation du prinipe osmologique. Ces utuations, identiées dans les observations
de COBE, ont depuis été mesurées préisément par un ensemble d'expérienes
[8, 9, 10, 11, 12, 13℄, la plus spetaulaire étant ertainement WMAP [12, 13℄,
dont les résultats sont présentés par la gure 2.2.6. Les utuations dans la ma-
tière orrespondantes sont les "graines" qui ont donné naissane aux strutures
osmologiques atuelles.
On trouvera, dans la littérature, de nombreuses études détaillées des proes-
sus responsables de la forme du spetre présenté sur la gure 2.2.6 [41, 42℄ ; nous
dérirons ii qualitativement e spetre. Pour le onstruire, on déompose le si-
gnal des utuations de température Θ(θ, φ) observé sur la sphère du iel sur les
2.2. HISTOIRE THERMIQUE DE L'UNIVERS 47
harmoniques sphériques Y (θ, φ) :
Θ(θ, φ) =
∑
l,m
almYlm(θ, φ) , ave alm ∈ C . (2.2.23)
Puis, utilisant la base des polynmes de Legendre, on dénit le spetre de puissane
angulaire Cl, qui représente la variane des utuations de température à une
éhelle angulaire θ donnée, ave l = π/θ :
Cl =
1
2l + 1
∑
m
〈alma∗lm〉 . (2.2.24)
Un phénomène saute immédiatement aux yeux : le spetre présente deux zones
bien distintes. Pour l inférieure à 90, 'est-à-dire pour des éhelles angulaires plus
grandes que 2o, le spetre de puissane est quasiment plat, alors que pour des
éhelles angulaires plus petites, on voit une suite de pis. Cette struture est bien
omprise ; elle ressort d'une analyse de la physique du plasma photon-matière avant
le déouplage. L'éhelle ld ∼ 90 orrespond à la taille sur le iel aujourd'hui de
l'horizon sonique au moment du déouplage. Les éhelles plus petites étant entrées
dans l'horizon avant le déouplage ont onnues une série d'osillations aoustiques
dues à la ompétition des eets de pression et d'eondrement gravitationnel du
plasma dans les puits de potentiel de la matière noire (qui, elle n'étant pas ouplée
aux photons, s'eondre sous l'eet de sa propre gravité). C'est pourquoi es pis
sont appelés pis aoustiques. Les éhelles plus grandes que ld, ne pouvant subir
d'eets de pression ausaux, ne présentent pas de struture en pis. La position du
premier pi aoustique est don reliée à la taille apparente sur le iel de l'horizon
au moment du déouplage ; jouant ainsi le rle d'une règle standard, elle donne une
exellente estimation de la distane angulaire au déouplage, et par onséquent,
elle permet d'estimer la ourbure de l'espae
11 Ωkh
2
. La hauteur du premier pi,
quant à elle, permet d'estimer la densité de matière totale Ωmh
2
ar les éhelles
orrespondantes n'ont onnu qu'un eondrement. Enn, la hauteur relative des
deux premiers pis permet d'estimer la densité de baryons Ωbh
2
. Nous reviendrons
à es ontraintes dans la dernière setion du présent hapitre.
2.2.6 Struturation à grande éhelle de l'Univers
Après le déouplage, la matière ordinaire est assimilable à un uide sans pres-
sion. Elle va don s'eondrer sous l'eet de sa propre gravité et par interation
gravitationnelle ave la matière sombre, qui s'eondre elle aussi. Durant toute l'ère
dominée par la matière, e phénomène d'eondrement va struturer l'Univers et
11
On a l'habitude de noter h = H0/(100 km/s/Mp), ave H0 exprimé en km/s/Mp.
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faire émerger les galaxies et amas de galaxies pour les strutures visibles, mais
aussi les laments de matière sombre et les vides
12
. Nous avons vu qu'au moment
du déouplage de la matière et de la radiation, peu après le début de l'ère dominée
par la matière, l'Univers était très homogène, les inhomogénéités dans le hamp
de matière étant de l'ordre de :(
δρm
ρm
)
dec
∼ 10−3 . (2.2.25)
Aujourd'hui, e rapport est de l'ordre de 105 dans les galaxies, et de 102 à 103 dans
les amas de galaxies. Après le déouplage, la matière évolue librement sous l'eet de
sa propre gravité. Les onditions initiales au moment du déouplage sont telles que
l'on peut déomposer la densité ρ(t, ~x) = ρ¯(t) + δρ(t, ~x) en une partie homogène13
ρ¯ et une partie perturbée δρ ; on doit également inlure la vitesse partiulière du
uide ~v(t, ~x) par rapport à l'expansion, ave |δρ| ≪ ρ¯ et ‖~v‖ ≪ H¯. Au premier
ordre des perturbations, durant l'ère dominée par la matière (Ωm = 1), on peut
alors érire une équation pour l'évolution du ontraste de densité δ ≡ δρ/ρ :
δ¨ + 2H¯δ˙ − 4πGρ¯δ = 0 . (2.2.26)
La solution générale de ette équation peut être déomposée suivant deux modes
indépendants, l'un roissant, et l'autre déroissant :
δ+(a) = δ+(1)a , δ−(a) = δ−(1)a−1 . (2.2.27)
Ave, au moment du déouplage, δ+(adec) ∼ 10−3, et adec ∼ 1/1100, on trouve don
que le ontraste de densité linéaire aujourd'hui est de l'ordre de δ+(1) ∼ 1. L'éart
ave les ontrastes observés dans les galaxies et amas peut être relié au fait que es
objets sont déjà entrés dans le régime non-linéaire de l'eondrement gravitationnel,
régime au ours duquel le ontraste de densité roît beauoup plus vite que durant
la phase linéaire : typiquement, δNL ∝ an ave n ≤ 3. Les faibles perturbations
de la distribution homogène de matière dans l'Univers primordial peuvent don
raisonnablement être les graines qui ont donné naissane aux strutures que nous
observons aujourd'hui.
Il est intéressant, pour des raisons tant observationnelles que théoriques, de
onsidérer le ontraste de densité δ(t, ~x1) à un temps donné t et en un point donné
~x1, omme une variable aléatoire. Si on suppose ette distribution gaussienne, elle
est entièrement aratérisée par son espérane 〈δ(t, ~x1)〉 et sa variane 〈δ2(t, ~x1)〉.
Comme nous disposons alors d'une innité de variables aléatoires (une en haque
12
Dans ette sous-setion, nous onsidérons un Univers de Friedmann plat rempli d'un uide
non relativiste : Ωk = 0 et ΩΛ = 0.
13
Dans ette sous-setion, toutes les quantités homogènes seront marquées d'une barre.
2.2. HISTOIRE THERMIQUE DE L'UNIVERS 49
point de l'espae, à un temps donné), il est aussi ruial de onnaître la ovariane
de et ensemble de variables aléatoires : ξ( ~x1, ~x2) = 〈δ(t, ~x1)δ(t, ~x2)〉. Le symbole
〈·〉 représente ii l'espérane probabiliste, 'est-à-dire une moyenne d'ensemble,
dénie, pour toute variable aléatoire réelle à valeur dans un intervalle I ⊂ R, par :
〈Y (~x)〉 ≡
∫
I
y(~x)fY (y(~x))dy , (2.2.28)
où fY est la densité de probabilité assoiée à la variable Y . Ces grandeurs théoriques
nous sont hélas inaessibles, ar nous ignorons la loi de probabilité du ontraste de
densité loal. En revanhe, nous avons aès à la distribution spatiale du ontraste
de densité, il est don ommode d'invoquer ii une sorte de prinipe ergodique,
mais spatial au lieu d'être temporel (omme il l'est habituellement en physique
statistique), 'est-à-dire de onsidérer que les moyennes d'ensemble 〈·〉 peuvent
être approximées par des moyennes spatiales. Alors :
〈δ(t, ~x)〉 =
∫
~x
δ(t, ~x)fδ(~(x))d
3x = 0 par dénition (2.2.29)
σ2δ (t) = 〈δ2(t, ~x)〉 =
∫
~x
δ2(t, ~x)fδ(~x)d
3x , (2.2.30)
fδ(~x) étant la densité de probabilité assoiée à la variable δ distribuée spatialement.
Grâe à ette équivalene, la ovariane ξ(~x1, ~x2) est la fontion de orrélation
à deux points de la distribution spatiale du ontraste de densité. L'hypothèse
d'homogénéité et d'isotropie la fore don à ne dépendre que de la distane ‖~x2 −
~x1‖, et dans la suite, on notera ξ(r), pour r réel positif. On a immédiatement
ξ(0) = σ2δ . Il s'avère enn très utile de onsidérer non pas l'espae réel, mais
l'espae de Fourier assoié :
δˆ(t,~k) ≡
∫
δ(t, ~x)ei
~k·~xd3x . (2.2.31)
Les modes
~k sont des nombres d'onde, ave ‖~k‖ = k = 2π/λ, λ étant une longueur
d'onde omobile. On dénit nalement la quantité importante, qui ontient toute
l'information sur la distribution de matière (ar les proessus aléatoires sont sup-
posés gaussiens) : le spetre de puissane P (t, k), qui est la transformée de Fourier
de la fontion de orrélation à deux points :
〈δˆ(t,~k1)δˆ(t,~k2)〉 ≡ P (t, k1)δD(~k1 − ~k2) ,
ave P (k) =
∫
ξ(r)ei
~k·~rd3r . (2.2.32)
δD(~u) est simplement l'opérateur usuel de Dira. La gure 2.2.7 montre des exemples
de spetres de puissane pour diérents modèles. La solution roissante δ+(t, ~x) de
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Fig. 2.2.7  Spetres de puissane non linéaires ave ΩΛ,0 = 0.73 et Ωm,0 = 0.27
(trait plein) et ave ΩΛ,0 = 0 et Ωm,0 = 1 (trait en pointillés).
(2.2.27) nous montre que durant l'ère de matière, et en régime linéaire, on a sim-
plement : P (t, k) = a2(t)P (ti, k)/a(ti) : le spetre de puissane onserve sa forme ;
seule son amplitude augmente au ours du temps. Cei est le reet diret du mode
de roissane linéaire, qui ne ouple pas les modes de Fourier.
La forme détaillée des spetres de la gure 2.2.7 résulte de l'analyse de la
roissane des utuations durant les ères de rayonnement et de matière. On en
trouvera des études exhaustives dans les ouvrages lassiques [43, 44, 45, 38℄.
2.2.7 Aélération tardive de l'Univers
Le tenseur énergie-impulsion du uide osmologique peut être à peu près quel-
onque, tant on peut imaginer de ontenus diérents interagissant entre eux. Ce-
pendant, l'intuition physique permet d'érire un ertain nombre de onditions
qu'un uide "raisonnable" ('est-à-dire ommunément utilisé) doit satisfaire. La
première de es onditions est dites ondition d'énergie faible :
∀p ∈M, ∀V µ ∈ TpM, V µ de genre temps, TµνV µV ν ≥ 0 . (2.2.33)
Pour un uide parfait dont le tenseur énergie-impulsion est donné par (2.1.17), et
un veteur V µ pris égal à la 4-vitesse d'un observateur omobile ave le uide, ela
se traduit par ρ ≥ 0 en tout point de l'espae-temps, 'est-à-dire qu'un observateur
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omobile observe un uide d'énergie positive. Cela paraît être une hypothèse très
faible. En adjoignant à la ondition d'énergie faible la ondition supplémentaire :
(∀V µ ∈ TpM, V µ de genre temps, TµνV µ n'est pas de genre espae), on obtient la
ondition d'énergie dominante, qui assure pour les observateurs osmologiques o-
mobiles que ρ ≥ 0 et que le ot loal d'énergie est ausal, 'est-à-dire : ρ ≥ |p|.
Enn (bien que de façon non exhaustive), on mentionne souvent une dernière ondi-
tion d'énergie, liée au omportement des géodésiques de genre temps : la ondition
d'énergie faible assure qu' un faiseau quelonque de géodésiques de genre lumière
n'est pas divergent ('est-à-dire que deux géodésiques voisines ne s'éloignent pas
sous l'inuene de la matière) ; on peut assurer la même hose pour les géodésiques
de genre temps et on obtient la ondition d'énergie forte :
∀V µ ∈ TpM, V µ de genre temps, TµνV µV ν ≥ 1
2
V µVµT . (2.2.34)
Pour un observateur omobile du uide osmologique, ela se traduit, si Λ ≡ 0,
par :
ρ+ p ≥ 0 et ρ+ 3p ≥ 0 . (2.2.35)
En examinant les équations de Friedmann (2.1.18)-(2.1.20), on onstate qu'un
uide osmologique respetant la ondition d'énergie forte en l'absene de onstante
osmologique mène néessairement à a¨ ≤ 0, 'est-à-dire que dans un tel Univers,
l'expansion des longueurs ne peut qu'être ralentie par la présene de la matière.
C'est e que l'on attend intuitivement de la gravitation. En érivant le fateur
d'éhelle sous la forme d'un développement de Taylor, on a :
a(t) = 1 +H(t0)(t− t0)− 1
2
q(t0)H
2(t0)(t− t0)2 + o((t− t0)2) . (2.2.36)
Considérons alors une soure émettant un rayonnement életromagnétique à
un temps t < t0. La distane omobile r parourue par les photons entre ette
soure et un observateur plaé au entre des oordonnées au temps t0 est donnée
par : ∫ r
0
dr
′
√
1− kr′2 =
∫ t0
t
dt
′
a(t′)
. (2.2.37)
A l'aide du développement (2.2.36) réérit pour le déalage vers le rouge, on peut
alors érire :
t− t0 = − 1
H0
(z − (1 + 1
2
q0)z
2) + o(z2) . (2.2.38)
De plus : ∫ r
0
dr
′
√
1− kr′2 =


1√
k
sin−1(
√
kr) si k > 0
r si k = 0
1√−k sinh
−1(
√−kr) si k < 0
(2.2.39)
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On peut don déduire la relation entre distane et déalage vers le rouge :
r =
1
H0
(z − 1
2
(1 + q0)z
2) + o(z2) . (2.2.40)
L'angle sous lequel est vue la soure, elle-i étant supposée de taille D petite
devant la distane à l'observateur a(t)r, est donnée par :
θ =
D
a(t)r
. (2.2.41)
La distane angulaire de la soure est alors :
dA(z) ≡ D
θ
= a(t)r . (2.2.42)
On peut alors, en utilisant la relation de réiproité [46℄, érire la distane de
luminosité de la soure :
dL(z) = (1 + z)
2dA(z) =
1
H0
(z +
1
2
(1− q0)z2) + o(z2) . (2.2.43)
Cette dernière distane est mesurable ar on peut la relier aux luminosités absolue
L et apparente l de la soure :
dL =
√
L
4πl
. (2.2.44)
Ainsi, en identiant les relations (2.2.43) et (2.2.44), on voit qu'une mesure onjointe
de la luminosité apparente des soures extragalatiques et de leur déalage vers
le rouge permet d'évaluer H0 et q0, à ondition que l'on onnaisse la luminosité
absolue de es soures. C'est le onept de handelle standard : si l'on est apable
d'identier dans l'Univers prohe un type de soure dont la luminosité absolue peut
être alulée indépendanmment du modèle osmologique, et si es soures sont
omobiles ave l'expansion, alors on peut onnaître le taux d'expansion et le para-
mètre de déélération de l'Univers atuel. Il est remarquable que les phénomènes
stellaires fournissent un type de handelle standard sous la forme des supernovae
de type 1a (SN1a). Ce sont des explosions de naines blanhes dont la luminosité
est omparable à elle d'une galaxie entière, e qui permet de les observer à des
distanes osmologiques. Fort de es marqueurs de l'expansion osmologique, on
peut don estimer la relation distane/déalage vers le rouge. Pratiquement, on a
plutt l'habitude de représenter le module de distane m−M , donné en fontion
de la distane de luminosité par :
m−M = 5 log10
(
dL(z)
10 p
)
, (2.2.45)
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Fig. 2.2.8  Relation entre le module de distane m −M et le déalage vers le
rouge mesurée à partir de l'observation des Supernoæ par le Supernova Cosmology
Projet et l'équipe de High-z Supernova (ainsi que CfA et l'équipe Calan/Tololo
pour les faibles déalages spetraux (z < 0.15)). La gure du bas indique le module
de distane relatif à elui d'un Univers ave Ωm = 0.3 et ΩΛ = 0. Tirée de [47℄.
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où m est la magnitude apparente et M la magnitude absolue. La gure 2.2.8
présente les résultats des mesures eetuées par un ensemble de projets.
Toutes es observations montrent que q0 < 0, indépendamment du ontenu
matériel de l'Univers, puisque la relation (2.2.43) est purement inématique. Dans
le ontexte des Univers de Friedmann-Lemaître, on peut don dire que l'expan-
sion de l'Univers aélère aux époques réentes. Cela est impossible si le ontenu
matériel est dominé par la matière non relativiste. C'est pourquoi l'étude de la
relation luminosité/déalage vers le rouge est onsidérée dans le modèle standard
de la osmologie omme la preuve de l'existene d'une énergie dite sombre, de na-
ture inonnue, qui domine l'évolution de l'Univers tardif et dont l'équation d'état
eetive est telle que a¨ > 0, soit pDE/ρDE < −1/3. Le as le plus simple d'une
telle énergie exotique, puisque violant la ondition d'énergie forte, est elui d'une
onstante osmologique. Les données atuelles sont pleinement ompatible ave une
ontribution onstante aussi simple ; la mesure préise de l'équation d'état ee-
tive de ette énergie sombre, et de son éventuelle variation au ours de l'expansion
devrait permettre dans l'avenir de onrmer ou d'inrmer e modèle simple, et de
faire ainsi la lumière sur l'origine de ette ontribution inattendue à la dynamique
de l'Univers.
2.3 Le modèle de onordane
Nous avons vu jusqu'à présent e qui aratérise la dynamique de l'Univers dans
le modèle standard de la osmologie, ainsi qu'une brève histoire des phénomènes
physiques qui se sont déroulés au sein de elui-i par le passé. Ce modèle simple
possède un ertain nombre de paramètres libres :
 La valeur atuelle du fateur de Hubble : H0 ;
 Les densités adimensionnées : ΩDM , Ωb, ΩR, ΩΛ ;
 Les onditions initiales pour les utuations dans le hamp de matière.
Nous verrons dans le hapitre suivant qu'il existe de bonnes raisons de penser
que le spetre des utuations primordiales est invariant d'éhelle (ou quasiment
invariant d'éhelle). D'autre part, il est aujourd'hui possible, grâe à de multiples
observations, de ontraindre l'ensemble de es paramètres, ar haque phénomène
observé dépend de façon propre des paramètres. Ainsi, bien qu'il y ait des dégé-
neresenes entre paramètres sur une observation donnée, l'utilisation onjointe
d'observations à des époques diérentes et sur des observables diérentes permet
de lever es dégénéresenes. C'est pourquoi le modèle standard de la osmolo-
gie est souvent qualié de modèle de onordane : on peut trouver un ensemble
statistiquement favorisé de paramètres osmologiques tel que l'analyse roisée de
toutes les observations soit ohérente.
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La gure 2.3.1 présente les ontraintes d'une telle onordane dans le plan
(Ωm,ΩΛ).
On voit que les ontraintes issues des amas de galaxies sont très fortes sur
la densité de matière totale (baryons et matière noire), mais mauvaises pour la
densité de onstante osmologique. Parallèlement, les supernovae et le fond dius
osmologique ont des dégénéresenes dans le plan (Ωm,ΩΛ), mais es dernières
sont diérentes. Ainsi, le roisement de toutes es ontraintes permet de séle-
tionner une très petite zone de l'espae des paramètres, e qu'auune observation
n'aurait pu faire individuellement.
L'ordre de grandeur des ontraintes sur les paramètres osmologiques déduites
de ette onordane et que nous retiendrons par la suite sont :
ΩΛ,0 ∼ 0.73
Ωm,0 ∼ 0.27 (2.3.1)
|Ωk,0| < 10−2 .
On voit en partiulier que la ourbure de l'Univers est très faible, et on suppose gé-
néralement pour une raison de simpliité qu'elle est nulle (nous verrons au hapitre
suivant qu'il existe une raison à ette approximation). Cela vient essentiellement
de l'analyse des utuations du fond de rayonnement : la taille sur le iel de la
surfae de dernière diusion prise omme règle standard de mesure impose en eet
1− Ωk,0 ∼ 1.
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Fig. 2.3.1  Contraintes statistiques dans le plan (Ωm,ΩΛ), montrant la onor-
dane de trois jeux d'observations diérents : Supernovæ, fond de rayonnement
osmologique et amas de galaxies.
Chapitre 3
Au-delà du modèle standard : les
hamps salaires en osmologie
Le modèle standard que nous avons rapidement exploré dans le hapitre préé-
dent est extraordinairement satisfaisant à bien des titres : il permet de omprendre
l'histoire thermique de l'Univers, notamment les abondanes des éléments légers
et l'origine du fond de rayonnement osmologique ; il explique la formation des
strutures grâe à l'instabilité gravitationnelle des faibles surdensités primordiales.
Cependant, il laisse de té un ertain nombre de point ruiaux pour omprendre
notre Univers :
 La nature des phénomènes qui xent les onditions intiales du modèle de Big
Bang haud ; notamment l'expliation de la platitude de l'Univers et de sa
remarquable homogénéité.
 La nature des omposantes sombres.
Nous allons voir que les hamps salaires osmologiques apparaissent préisé-
ment au niveau de es limites, omme des desriptions eetives tendant à élairir
es zones d'ombre du modèle standard, au moins en e qui onerne les onditions
initiales et la nature de l'énergie sombre. La matière sombre est un problème dif-
férent, que nous n'aborderons pas dans et ouvrage.
3.1 Ination
Le modèle standard soure de deux problèmes majeurs de onditions initiales :
la platitude et l'homogénéité. Nous avons vu que l'observation du fond de rayonne-
ment osmologique impliquait qu'aujourd'hui |Ωk,0| < 10−2 ; 'est-à-dire que dans
un modèle de Friedmann, l'Univers atuel est très prohe de la platitude. Cepen-
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Fig. 3.1.1  Régions ausales au moment du déouplage.
dant, lorsque l'on remonte dans le passé, on trouve que :
Ωk(z) ∼ 2Ωk,0
Ωm,0
1 + zeq
(1 + z)2
, (3.1.1)
e qui, ave les ontraintes du modèle de onordane donne : |Ωk(z)| < 100(1 +
z)−2. Plus on remonte dans le passé de l'Univers, plus e terme est faible ; au temps
de Plank, temps initial du modèle de Big-Bang haud, on a alors : |Ωk(zP l)| <
10−60. Pour que l'Univers soit plat aujourd'hui, il faut qu'il ait été extraordinaire-
ment plat à ses débuts ! La moindre déviation à la soixantième déimale au début
de l'expansion entraînerait une erreur sur les paramètres osmologiques atuels ;
'est un problème lassique d'ajustement n des onditions initiales. Le fond dif-
fus est également révélateur d'une autre tension du modèle standard. Ce fond est
eetivement homogène à 10−5 près sur l'ensemble du iel. Or, l'angle apparent
sur le iel d'une région ausalement onnetée au moment du déouplage est de
l'ordre de 1o (il sous-tend une longueur aratéristique de H−1(zdec)). La surfae
de dernière diusion était don, au moment du déouplage, omposé d'environ
109 régions ausalement indépendantes (f gure 3.1.1). Il est par onséquent im-
possible de justier l'homogénéité du fond de rayonnement par un ensemble de
proessus ausaux : il faut supposer qu'initialement, les 109 régions indépendantes
étaient toutes quasiment dans le même état thermique. C'est enore un problème
d'ajustement n des onditions initiales, dit problème de l'horizon.
Il existe un méanisme apable de résoudre es problèmes, tout en permettant
également d'expliquer l'origine des utuations de densité ayant donné naissane
aux strutures : 'est e que l'on appelle le paradigme de l'ination. Il s'agit d'in-
troduire, au début de l'histoire de l'Univers, avant le modèle standard dont nous
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avons parlé une phase très ourte d'expansion fortement aélérée :
a¨(t) > 0 . (3.1.2)
Pour avoir une phase d'aélération initiale, en négligeant la onstante osmo-
logique (négligeable à e moment-là puisqu'elle ne ontribue que dans l'Univers
tardif), nous avons vu qu'il faut que le uide osmologique vérie : ρ+ 3p < 0, ou
ω = p/ρ < −1/3. Or, nous avons l'équation d'évolution tirée de (2.1.29)-(2.1.31) :
Ω
′
k = (1 + 3ω)Ωk(1− Ωk) . (3.1.3)
Ainsi, durant une phase d'aélération, omme (1 + 3ω) < 0, Ωk = 0 est un point
xe stable de la dynamique, alors que dans les phases ultérieures, dominées par
la radiation puis par la matière non relativiste, 'est un point xe instable. Il faut
don que la phase d'aélération soit susante pour ompenser la déviation qui
va résulter des phases ultérieures. Entre l'instant initial ti et l'instant nal tf de
l'ination, on a la relation :
∣∣∣∣Ωk(tf)Ωk(ti)
∣∣∣∣ =
(
a(ti)H(ti)
a(tf )H(tf)
)2
≡ exp(−2N)
(
H(ti)
H(tf)
)2
; (3.1.4)
où l'on a déni le nombre de "e-folds" N = ln(a(tf )/a(ti)). D'autre part, la ondi-
tion (3.1.2) implique que le rayon de Hubble omobile (aH)−1 diminue au ours
de l'ination :
d
dt
(aH)−1 < 0 . (3.1.5)
Autrement dit, deux points qui étaient à une distane inférieure au rayon de Hubble
(don en ontat ausal) au début de l'ination, peuvent ne plus être en ontat
ausal à la n de l'ination (f gure 3.1.2). An de résoudre le problème de
l'horizon, il sut que l'Univers observable aujourd'hui ait été une région ausale
au début de l'ination, soit : (a(ti)H(ti))
−1 ≥ H−10 . En introduisant (3.1.4) dans
ette ondition, et en supposant que lorsque l'ination se termine, on rentre dans
l'ère dominée par la radiation, on a par ontinuité : H(tf)
2 = H20ΩR,0a(tf)
−4
, et
on trouve :
a(tf )
−2ΩR,0
∣∣∣∣Ωk(tf )Ωk(ti)
∣∣∣∣ ≤ 1 . (3.1.6)
Or, si l'on souhaite résoudre le problème de la platitude, il faut que Ωk(tf ) ≥
10−60, et que Ωk(ti) ∼ O(1), don, pour résoudre onjointement les problème de
platitude et de l'horizon, on peut érire la ondition susante :
10−60a(tf )−2ΩR,0 ≤ 1 , (3.1.7)
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Fig. 3.1.2  Evolution de rayon de Hubble omobile.
qui permet de trouver une ontrainte sur la température à la sortie de l'ination
Tf :
Tf ≤ 1018 GeV. (3.1.8)
Ainsi, une phase d'expansion aélérée permet sous ertaines onditions de
résoudre les problèmes du Big Bang haud. Reste à omprendre omment une
telle phase est suseptible de se produire. C'est là que les hamps salaires entrent
en jeu. En eet, la façon lassique d'introduire une phase d'ination dans le modèle
osmologique onsiste à supposer que dans l'Univers primordial existe un hamp
salaire ϕ, appelé inaton, qui domine la dynamique de l'Univers1. Si l'ination
dure susamment longtemps, la ourbure peut être négligée devant la ontribution
de ϕ à l'énergie totale, et on peut alors érire les équations :
H2 =
8πG
3
(
1
2
ϕ˙2 + V (ϕ)
)
(3.1.9)
a¨
a
=
8πG
3
(
V (ϕ)− ϕ˙2) (3.1.10)
ϕ¨ + 3Hϕ˙+
dV
dϕ
(ϕ) = 0 , (3.1.11)
1
Il existe également des formulations à plusieurs hamps salaires, dites génériquement ina-
tion hybride. Les méanismes à l'oeuvre sont analogues au as d'un hamp, et nous n'aborderons
pas les subtilités de es modèles ii.
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où V (ϕ) est le potentiel de l'inaton.
Durant la phase d'ination, omme l'on veut avoir a¨ > 0 pendant susamment
longtemps, le hamp doit être en roulement lent, 'est-à-dire varier peu :
ϕ˙2 ≪ V (ϕ) et ϕ¨≪ 3Hϕ˙ . (3.1.12)
Ces deux onditions peuvent être réérites :(
dV/dϕ
V (ϕ)
)2
≪ 24πG et |d
2V/dϕ2|
V (ϕ)
≪ 24πG . (3.1.13)
Le potentiel de l'inaton doit don être très plat.
Nous allons illustrer e méanisme sur un exemple simple d'ination à grand
hamp :
V (ϕ) =
1
2
m2ϕ2 . (3.1.14)
Pendant la phase de roulement lent, la solution est donnée par :
ϕ(t) = ϕi − mmp√
12π
(t− ti) (3.1.15)
a(t) = ai exp
(
2π
m2p
(ϕ2i − ϕ2(t))
)
. (3.1.16)
où l'on a noté mp = G
−1/2
la masse de Plank, ai = a(ti) et ϕi = ϕ(ti), ti étant
le temps initial. Ce roulement lent se termine dès que les onditions (3.1.13) ne
sont plus vériées, 'est-à-dire à l'instant tf pour lequel ϕf = mp/
√
4π. Le nombre
total de "e-folds" est alors :
N = 2π
(
ϕi
mp
)2
− 1
2
. (3.1.17)
Revenant à l'équation (3.1.4), omme H est presque onstant au ours du roule-
ment lent, on a : ∣∣∣∣Ωk(tf)Ωk(ti)
∣∣∣∣ = exp(−2N) ; (3.1.18)
si bien que la ondition :
|Ωk(tf )| ≤ 10−60 et |Ωk(ti)| ∼ O(1) (3.1.19)
mène à N ≥ 70, soit ϕi ≥ 3mp. On peut également vérier que le problème de
l'horizon est résolu par e modèle. Il semble don que l'on ait résolu les problèmes de
onditions initiales du modèle standard ; 'est d'autant plus vrai que les préditions
de l'ination ne dépendent quasiment pas de la ondition initiale à ti : il sut dans
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notre exemple que ϕi ≥ 3mp. Mais l'ination fait mieux que ela ; les utuations
quantiques de l'inaton durant la phase de roulement lent sont données par :
|δϕ(x)| ∼ H(ϕ)
2π
. (3.1.20)
Or, au ours de la phase de roulement lent, H(ϕ) est à peu près onstant. On peut
alors montrer que le spetre des utuations de ϕ est quasiment indépendant de
l'éhelle k. Or, après la phase de roulement lent, l'inaton osille rapidement dans
le puits de son potentiel. S'il est ouplé aux autres hamps, il est alors onverti dans
es hamps : 'est le méanisme de "réhauage". Le spetre des utuations de es
hamps est alors proportionnel à elui des utuations de ϕ, et don indépendant
de l'éhelle :
δρ(k)
ρ
∼ cste. (3.1.21)
Ces utuations, générées au ours de l'ination, sont alors à l'origine des inhomo-
généités observées dans le fond de rayonnement osmologique, et don les graines
dont viennent les strutures atuelles de l'Univers. Une desription omplète de
l'ination et de sa phénoménologie, détaillant les résultats présentés suintement
ii, peut être onsultée dans [48, 49℄.
3.2 Quintessene
Dans la setion préédente, l'introdution d'un hamp salaire, l'inaton, do-
minant la dynamique de l'expansion au début de l'histoire de l'Univers, a permis
de résoudre les problèmes de onditions initiales du modèle standard. Nous avons
vu que la lé de e suès résidait dans le fait que l'inaton est responsable d'une
phase d'expansion aélérée, ette aelération venant essentiellement de la pla-
titude du potentiel du hamp salaire. Or, il semble que l'Univers onnaisse (ou
du moins ait onnu) une seonde phase d'aélération, elle-i tardive. Dans le
modèle standard, ette aélération est attribuée à la présene d'une onstante
osmologique ; ependant, e sénario n'est pas sans poser quelques problèmes
3.2.1 Les problèmes de la onstante osmologique
Les données osmologiques semblent don favoriser la présene d'une onstante
osmologique Λ telle que :
ΩΛ,0 ≡ Λ
3H20
∼ 0.7 . (3.2.1)
Compte tenu de la valeur de H0 ∼ 70 km/s/Mp, ette relation donne : Λ ∼ 10−84
GeV
2
, ou ρΛ ≡ Λ/8πG ∼ 10−47 GeV4. On peut onevoir la onstante osmolo-
gique de deux manières : soit il s'agit d'une onstante de la nature, traduisant
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une propriété partiulière de notre espae-temps, soit elle émerge de proessus mi-
rosopiques et apparaît omme une ontribution énergétique au tenseur énergie-
impulsion total du ontenu matériel de l'Univers. Hélas, auune de es deux onep-
tions n'est, à l'heure atuelle, satisfaisante.
D'une part, voir la onstante osmologique omme une simple onstante de la
nature apparaît un peu artiiel. En eet, il faut noter que les onstantes de la
physique sont habituellement des onstantes multipliatives, 'est à dire qu'elles
servent à onvertir des grandeurs dans une unité donnée en d'autres grandeurs
dans une autre unité (la vitesse de la lumière transforme les temps en distanes,
la onstante de Plank les fréquenes en énergies et.) et apparaissent dans les
lois omme des onstantes multipliatives. D'une ertaine manière, on peut dire
qu'elles servent d'étalon à nos mesures. Ce n'est pas le as de la onstante os-
mologique, qui est une onstante additive. Dans l'ation, 'est bien une onstante
multipliative, à savoir qu'elle multiplie la métrique ; ependant, elle ne garde pas
e statut dans les équations du mouvement, à la diérene des onstantes telles
que c ou ~ (qui n'apparaissent jamais omme additives). En physique on trouve
deux types de onstantes de la nature : les ouplages et les limites. La onstante
osmologique n'appartient manifestement pas à la première atégorie. Elle pourrait
être de la deuxième atégorie, omme limite inférieure de l'énergie ontribuant à
la gravitation, omme si la densité des hamps saturait à ρΛ. A ma onnaissane,
auun méanisme n'est à même d'expliquer une telle saturation.
D'autre part, on peut onsidérer Λ omme une ontribution partiulière à
l'énergie-impulsion. Compte tenu de l'équation d'état eetive orrespondante,
pΛ/ρΛ = −1, une seule soure paraît aujourd'hui orrespondre : l'énergie du vide
des hamps. Or, en l'état atuel de la théorie quantique des hamps, ette densité
d'énergie est divergente. Pour des hamps de masse m, elle est donnée par :
ρvac =
1
4π2
∫ +∞
0
dkk2
√
k2 +m2 , (3.2.2)
qui possède une divergene ultraviolette en k4. On peut ependant l'évaluer en
introduisant une oupure dans le spetre des utuations, km, à l'éhelle jusqu'à
laquelle la théorie des hamps reste valable : ρvac ∼ k4m/16π2. Pour diérentes
oupures nous avons don :
 ρvac ∼ 1074 GeV4 si km ∼ mp,
 ρvac ∼ 10−3 GeV4 si km ∼ ΛQCD ∼ 10−1 GeV, éhelle aratéristique de la
hromodynamique.
Le désaord de es estimations ave la valeur déduite de la osmologie (3.2.1) est
patent ; de plus la ontribution de ette énergie du vide devrait largement domi-
ner la dynamique de l'Univers depuis ses origines, e qui n'est manifestement pas
le as. C'est le fameux problème de la onstante osmologique [50℄. Il existe de
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nombreuses tentatives pour résoudre e problème : sénarios supersymétriques (en
supersymétrie, il y a autant de bosons que de fermions ; les deux familles ontri-
buant à ρvac ave des signes opposés, leurs ontributions devraient se ompenser),
supergravité, modèles inspirés de la théorie des ordes (f [51℄ partie IV pour un
état de l'art et les référenes). Une tentative intéressante onsiste à onsidérer que
l'énergie du vide n'est pas mesurable, et que e sont les utuations de la densité
d'énergie du vide qui ontribuent à ρΛ ([52℄).
La faiblesse de ρΛ, alliée au problème dérit i-dessus, a ainsi rendu possible une
autre démarhe, qui onsite à supposer une raison inonnue pour laquelle Λ = 0,
et à étudier l'éventualité d'une énergie sombre dynamique, le modèle le plus simple
d'une telle omposante dynamique étant...un hamp salaire, appelé quintessene.
3.2.2 La quintessene
Dans les premiers modèles d'énergie sombre présentant une alternative à la
onstante osmologique, la quintessene est un hamp salaire φ minimalement
ouplé au hamp de gravitation, possédant un potentiel V (φ), et ne présentant
auun ouplage diret aux autres hamps de matière. Son ation est simplement :
Sφ =
∫ (
−1
2
gµνφ,µφ,ν − V (φ)
)√−gd4x . (3.2.3)
Pour des raisons de simpliité, nous onsidérerons que le modèle de Friedmann
est plat : k = 0. Les équations des hamps dans e ontexte prennent la forme
suivante :
H2 =
8πG
3
(
ρ+
1
2
φ˙2 + V (φ)
)
(3.2.4)
a¨
a
= −4πG
3
(
ρ+ 3p+ 2V (φ)− 2φ˙2
)
(3.2.5)
φ¨+ 3Hφ˙+
dV
dφ
= 0 , (3.2.6)
où ρ et p représentent, respetivement, la densité d'énergie et la pression du uide
osmologique. L'équation d'état de la quintessene est :
wφ =
φ˙2 − 2V (φ)
φ˙2 + 2V (φ)
, (3.2.7)
et dépend a priori du temps. Lorsque le hamp salaire domine la dynamique (on
néglige ρ et p), l'aélération de l'expansion se produit lorsque : φ˙2 < V (φ), le as
d'une ination orrespondant à φ˙2 ≪ V (φ)), 'est-à-dire wφ ∼ −1. Si l'on herhe,
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toujours dans le as d'une expansion dominée par le hamp salaire, des solutions
de la forme a(t) ∝ tn (aélération pour n > 1), on peut reonstruire le hamp
salaire orrespondant. Son potentiel est donné par :
V (φ) =
n(3n− 1)
8πG
exp
(
−2
√
4πG
n
φ
)
. (3.2.8)
Ainsi, tout modèle ave un potentiel déroissant moins vite que l'exponentiel
pourra produire une phase d'aélération. C'est pourquoi les premiers modèles
de quintessene possédaient des potentiels en lois de puissane inverse :
V (φ) =
M4+α
φα
, (3.2.9)
où M est une éhelle de masse, et α un réel positif. Ce sont les potentiels de
Ratra-Peebles [53℄. An qu'un tel potentiel soit à l'origine de l'énergie sombre, il
faut [53℄ :
φ(t0) ∼ mp et M = (ρΛmα−2p )1/(4+α) . (3.2.10)
Ces potentiels sont relativement ad ho, mais il est possible de motiver une forme de
potentiel relativement similaire à partir de la physique des partiules, en utilisant
la supergravité [54, 55℄ :
V (φ) =
M4+α
φα
exp
(
λ2
2
φ2
)
. (3.2.11)
On trouvera une étude détaillée de la dynamique des hamps de quintessene dans
plusieurs artiles [56, 57, 58℄. La propriété essentielle de es modèles est l'existene
d'attrateurs de la dynamique prenant la forme de solutions en lois de puissanes,
tels que : ρφ/ρ = cste. Cela permet de résoudre les problèmes d'ajustement n de
l'énergie sombre, dans la mesure ou la densité du hamp salaire, pour toutes les
onditions initiales, rejoint et attrateur et "traque" la densité de la matière qui
domine la dynamique. An d'illustrer ette propriété, onsidérons les potentiels
(3.2.8) et (3.2.9) présentés i-dessus. Pour les potentiels V1(φ) = V0 exp(−λφ) et
V2(φ) = Λ
4+αφ−α, l'équation d'état du hamp salaire en présene d'un uide de
matière d'équation d'état wb dominant la dynamique de l'expansion est donnée
par [53℄ (pour k = 0) :
wφ,1 = wb , (3.2.12)
wφ,2 =
αwb − 2
α + 2
. (3.2.13)
Pendant les ères dominées par la radiation, puis la matière, l'équation d'état du
hamp salaire est don une fontion ane simple de l'équation d'état du uide
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dominant, et les solutions en lois de puissane assoiées sont des attrateurs (e
que l'on peut démontrer en linéarisant l'équation du hamp au voisinage des so-
lutions en lois de puissane). L'introdution d'un hamp de quintessene semble
don résoudre l'un des problèmes posés par la onstante osmologique : grâe aux
attrateurs en lois de puissane les onditions initiales n'ont pas besoin d'être ajus-
tées préisément an d'expliquer l'énergie sombre aujourd'hui. Cependant, l'éhelle
d'énergie du potentiel, par exemple M = (ρΛm
α−2
p )
1/(4+α)
pour le potentiel de
Ratra-Peebles, bien que pouvant maintenant être xée au alentour du TeV, de-
mande enore un ajustement n. Enn, le fait que le hamp salaire n'interagisse
pas expliitement ave les autres hamps de matière apparaît également peu na-
turel. C'est pourquoi on a introduit des quintessenes ouplées à la matière, e
qui, en pratique, revient à onsidérer des modiations de la gravité dont un as
partiulier sont les théories salaire-tenseur, dont nous parlerons dans la partie sui-
vante de et ouvrage. On trouvera des détails sur es quintessenes ouplées dans
[59, 60, 61, 62, 63℄ et les référenes itées dans es artiles. Signalons également,
dans la même famille, la possibilité intéressante d'expliquer l'aélération tardive
de l'Univers à l'aide d'un hamp salaire non minimalement ouplé, ave des ou-
plages diérents pour la matière sombre et la matière ordinaire (e qui implique
une violation du prinipe d'équivalene faible) [64℄.
Deuxième partie
Le prinipe d'équivalene en
osmologie : une exploration à l'aide
des théories salaire-tenseur de la
gravité
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Chapitre 4
Introdution aux théories
salaire-tenseur de la gravité
4.1 Pourquoi des théories salaire-tenseur ?
Les théories salaire-tenseur ont une liation double, nées d'une part, très tt,
de la prise en ompte de dimensions supplémentaires [65℄, et, d'autre part, de
questionnements sur le prinipe d'équivalene et sur la possibilité d'étendre elui-
i dans un adre plus large que la Relativité Générale [66, 67, 68℄. Avant d'aborder
es théories du point de vue de la osmologie moderne, il est don essentiel de faire
un rapide détour par leurs origines, détour qui élairera leur forme atuelle et leur
importane dans les disussions sur la nature de la gravitation.
4.1.1 Retour sur le prinipe d'équivalene
Dans la première partie, nous avons vu que la Relativité Générale telle que
onstruite par A. Einstein reposait sur un prinipe lé : le prinipe d'équivalene.
Dans sa version faible, 'est-à-dire elle testée par les expérienes du type de l'ex-
périene historique d'Eötvös, il peut être formulé ainsi :
Prinipe d'équivalene d'Einstein (PEE) :
Toutes les lois non gravitationnelles de la physique peuvent être formulées, loa-
lement, omme si le hamp de gravitation était absent.
On sait que dans le adre de la Relativité Générale, ela se traduit par le fait
que, loalement, la variété d'espae-temps est diéomorphe à un espae-temps de
Minkowski, si bien que les lois de la physique (omme par exemple l'életrodyna-
mique) sont, loalement, elles formulées dans le adre d'une théorie respetant la
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Relativié Restreinte. En fait, e prinipe et une extension du prinipe d'équivalene
faible, ou méanique, formulé par Galilée et Newton, qui suppose que les masses
inertielle et gravitationnelle passive sont égales, ou, formulé autrement, que dans
un hamp de gravitation externe, les orps tombent tous de la même manière, in-
dépendemment de leur onstitution interne et de leur masse. Cependant, il s'avère
que par onstrution, la Relativité Générale va plus loin que e qui est énoné
dans le prinipe d'équivalene d'Einstein : non seulement les lois de la physique
peuvent être formulées omme si le hamp de gravitation était absent, mais enore
leur ontenu numérique, 'est-à-dire les onstantes fondamentales, doivent être les
mêmes en tout point de l'espae-temps. Cette propriété struturelle de la Relativité
Générale peut être reliée au fait que la gravitation y est dérite par le seul tenseur
métrique. On peut pourtant imaginer un adre théorique plus étendu, dans lequel
la gravitation ne serait plus seulement véhiulée par un tenseur métrique, mais par
un tenseur métrique et un ou plusieurs hamps additionnels de nature salaire ou
vetorielle par exemple. An de respeter le prinipe d'équivalene dans sa version
faible, les hamps additionnels devront avoir des ouplages spéiques. C'est dans
et esprit que C. Brans et R. H. Dike [68℄ ont introduit, en 1961, la désormais
élèbre théorie qui porte leurs noms. L'adjontion de hamps supplémentaires était
motivée, dans leur travaux, par une tentative de formulation laire et non ambigue
d'une théorie de l'espae-temps qui inorporerait le prinipe de Mah ou du moins
une version aaiblie de elui-i. En eet, C. Brans et R. H. Dike soulignent dans
leur artile [68℄ que l'invariane du ontenu numérique des lois de la dynamique
n'est pas ompatible ave l'idée de Mah selon laquelle l'inertie des orps doit être
reliée à leur aélération relativement à la distribution loale de matière ('est là
l'aaiblissement par rapport à la formulation originelle de Mah, et à la tentative
de Dira [66℄ qui traitent plutt de l'ensemble de la distribution de matière dans
l'Univers). Aussi ont-ils formulé un adre théorique dans lequel des expérienes non
gravitationnelles loales ne peuvent mettre en évidene la présene d'un hamp de
gravitation, respetant ainsi le prinipe d'équivalene d'Einstein strito sensu, tout
en permettant une variation spatio-temporelle du ontenu numérique des lois phy-
siques. Considérant l'extension la plus simple, ils ont supposé que la gravitation
était en partie métrique, et en partie due à l'eet d'un hamp salaire Φ, et ont
érit l'ation suivante :
S =
∫ (
ΦR− ω
Φ
gµν∂µΦ∂νΦ +
16π
c4
Lm[gµν ,Ψm]
)√−gd4x . (4.1.1)
Ii, le hamp salaire Φ, qui a pour dimension ML−3T 2 joue le rle de l'inverse
d'un ouplage gravitationnel G(xµ) qui peut a priori varier suivant la position
dans l'espae-temps, et le fateur 1/Φ devant le terme inétique de Φ permet à la
seule onstante, ω, d'être sans dimension. On voit que le prinipe d'équivalene
d'Einstein déoule du fait que Φ n'intervient pas expliitement dans le lagran-
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gien de matière Lm[gµν ,Ψm], dans lequel les hamps de matière symbolisés par
Ψm ne se ouplent qu'au tenseur métrique. Ainsi, loalement, on peut toujours
hoisir des oordonnées dans un référentiel en hute libre tels que la métrique se
réduisent à la métrique de Minkowski ηµν . Le lien ave le prinipe de Mah n'est
pas évident a priori, mais il faut se souvenir que les seules grandeurs pertinentes en
physique sont elles exprimées sans dimension. Or, la grandeur mpl = (~c/G)
1/2
,
dite masse de Plank est la seule masse que l'on puisse former à partir des deux
onstantes fondamentales ~ et c, et du ouplage aratéristique de la gravitation
G. Ainsi, la masse inertielle d'une partiule, pour avoir un sens, peut être om-
parée, en tout point de l'espae-temps à ette masse. On voit alors que la seule
variation déelable est elle du produit mI
√
G : on peut par onséquent reformu-
ler toute variation de la onstante de gravitation en terme d'une variation de la
masse inertielle ; e point important ne sera pas approfondi ii ar il fera l'ob-
jet d'un traitement préis et de remarques lorsque nous aborderons les théories
salaire-tenseur générales. Cependant, il est lié à un important problème séman-
tique onernant les théories salaire-tenseur. On peut lire ou entendre, souvent,
que les théories salaire-tenseur, tout en respetant le prinipe d'équivalene dans
sa version faible, viole expliitement une version plus forte de e prinipe d'équiva-
lene. Cette version plus forte se réfère tantt à l'invariane du ontenu numérique
des lois non gravitationnelles par déplaement de la position de l'expériene dans
l'espae-temps, tantt au fait que le ouplage gravitationnel est une onstante dans
l'espae-temps. En fait es deux ajouts au PEE sont intimement liés, sinon même
omplètement équivalents, et par la suite, on appellera prinipe d'équivalene fort
(PEF) l'un ou l'autre de es points de vue, et on tentera, lors d'une disussion sur
les représentations onformes des théories salaire-tenseur de montrer que es deux
formulations du PEF ne sont que des formulations diérentes d'une même phé-
noménologie. On voit don que dès l'origine, les théories salaire-tenseur plongent
leurs raines dans d'importantes questions sur la nature même de la gravitation
et son lien ave une interprétation métrique des phénomènes qui lui sont assoiés.
L'autre programme qui a vu émerger des théories salaire-tenseur est lui aussi as-
soié à des questions fondamentales quant à la struture de notre espae-temps, à
savoir le nombre et la nature des dimensions de elui-i.
4.1.2 Un détour par la physique des hautes énergies
Dès 1955, P. Jordan [65℄, en essayant de plonger une variété ourbe quadri-
dimensionnelle dans un espae-temps plat à 5 dimensions est onduit, tout en
analysant les liens de sa théorie ave elle de Kaluza et Klein [69, 70℄, à proposer
une ation similaire à elle que C. Brans et R. H. Dike proposeront quelques an-
nées plus tard dans le ontexte présenté i-dessus. La seule diérene fondamentale
ave l'ation (4.1.1) vient de e que le lagrangien de matière dépend également,
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dans le travail de P. Jordan du hamp salaire Φ, introduisant ainsi une violation
expliite du PEE. Ce n'était là que les balbutiements d'un programme d'envergure
qui va traverser la deuxième moitié du XX
ème
sièle et qui aujourd'hui se poursuit
enore : la onstrution d'espaes internes ompats reliés aux symétries internes
des partiules à la Kaluza-Klein, les limites de basses énergies de la théorie des
ordes, ou les modèles branaires inspirés de ette même théorie des ordes sont
autant d'exemples de tentatives théoriques d'uniation du hamp de la physique
qui ont mené à l'apparition de hamps salaires du type salaire-tenseur, bien que
génériquement es hamps ne respetent pas le PEE.
La présentation exhaustive de es modèles de physique de hautes énergies sort
largement du adre de e mémoire, mais il est intéressant de voir émerger une
struture à basses énergies similaire (bien que diérentes sur des aspets impor-
tants, notamment la violation du PEE) à elle, plus phénoménologique, introduite
par C. Brans et R. H. Dike sur un exemple simple.
D'après une idée originale de Kaluza [69℄, plus tard réatualisée dans le ontexte
de la théorie des ordes [71, 72℄, on suppose ii que la Relativité Générale est une
desription valable de la dynamique d'un espae-temps à D = (4 + n) dimensions
dont n dimensions spatiales sont ompatiées le long de erles de `petit' rayon
A(xa) où xa représente les oordonnées sur l'espae `externe' à quatre dimensions ;
e rayon est hoisi susamment petit, de sorte que l'espae tel qu'un observa-
teur marosopique, 'est-à-dire à basse énergie, le perçoit est onstitué de quatre
dimensions d'extension innie. Dans la suite, les indies a, b, c sont attahés aux
oordonnées sur l'espae-temps à quatre dimensions, les indies µ, ν à elles de la
variété à D = (4+ n) dimensions, et α, β, γ à elles des dimensions ompates. Le
hoix de la métrique à D = (4+n) dimensions n'est pas unique, et on hoisira ii,
par soui de larté, l'ansatz suivant :
(D)gµν =
(
gab(x
c) 0
0 A2(xc)g˜αβ(θ
γ)
)
. (4.1.2)
Cela revient essentiellement à ne pas prendre en ompte les termes non-diagonaux
(par blos) qui représentent des hamps vetoriels de jauge. Les oordonnées θγ,
γ ∈ 1, 2, 3, ..., n, sont des oordonnées angulaires sur les dimensions ompatiées.
L'ation à (4 + n) dimensions s'érit alors :
SD =
∫ √
−(D)gR[(D)gµν ]d4xdnθ , (4.1.3)
où
(D)g est le déterminant de la métrique (D)gµν . En notant Vn = A
n(xc)
∫ √
g˜dnθ
le volume de l'espae ompatié, ave g˜ le déterminant de la métrique de l'espae
interne, on peut alors dénir une ation eetive à 4 dimensions en divisant SD par
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Vn/A
n
. L'expression expliite de R en fontion des degrés de liberté donne alors :
S4 =
∫ √−g
[
n
8(n− 1)Φ
2(4)R − 1
2
gabΦ,aΦ,b − r˜
2
(
n
4(n− 1)Φ
2
)1−2/n]
d4x ,
(4.1.4)
où n 6= 1, r˜ est une aratéristique de la ourbure des dimensions ompates, et
l'on a déni le hamp salaire :
Φ = 2
√
n− 1
n
An/2 . (4.1.5)
On notera que ette expression est valable pour n 6= 1, le as n = 1 se réduisant
un hamp salaire Φ sans terme inétique, et ave r˜ = 0. L'ation (4.1.4) montre
que la présene de dimensions supplémentaires ompates se réduit, quant à la
physique à 4 dimensions, à la présene d'un hamp salaire non minimalement
ouplé à la gravitation. Le lien ave le hamp salaire "à la Brans et Dike" est
obtenu en posant :
ψ =
n
8(n− 1)Φ
2
. (4.1.6)
alors :
S4 =
∫ √−g [ψR− (n− 1)
nψ
gabψ,aψ,b − V (ψ)
]
d4x , (4.1.7)
qui est similaire à l'ation (4.1.1) pour un ouplage ω = (n−1)/n, ave toutefois
la présene d'un potentiel pour le hamp salaire :
V (ψ) =
r˜
2
ψ1−2/n , (4.1.8)
qui, il faut le remarquer, mène à une onstante osmologique pour n = 2. De plus,
le ouplage à la matière n'est pas expliité ii.
4.2 Formulation des théories salaire-tenseur
Il existe diérentes façons de formuler les théories salaire-tenseur, selon que
l'on souhaite modier les équations du hamp gravitationnel (formulation de Dike-
Jordan) ou elles des hamps matériels (formulation d'Einstein). Dans e qui suit,
nous verrons omment aborder les théories salaire-tenseur à travers es deux types
de représentations, puis nous montrerons qu'il existe une transformation dans l'es-
pae des hamps qui permet de reformuler toute relation érite dans l'une des re-
présentations à l'aide du language de l'autre représentation. Cette équivalene des
deux formulations permet des préditions physiques à partir de l'une quelonque
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d'entre elles, mais l'interprétation des préditions et leur lien ave l'expériene sont
onditionnés par les proédés utilisés au ours du proessus expérimental, les pro-
édés auxquels nous avons aès séletionnant le adre de Dike-Jordan qui sera par
onséquent également dénommé adre observable. Enn, nous terminerons par un
rapide état des ontraintes imposées sur les théories salaire-tenseur par les tests
du prinipe d'équivalene dans le système solaire (ontraintes en hamp faible).
4.2.1 Construtions de l'ation et équations des hamps
Dans les théories salaire-tenseur, la gravitation ontient un nouveau degré de
liberté salaire, qui se ouple expliitement aux hamps de matière présents dans
l'espae-temps. La gravitation est don aratérisée par le ouple d'un hamp
tensoriel de degré 2, et d'un hamp salaire : (gµν , ϕ). Le hamp gµν est la mé-
trique standard de l'espae-temps, et son ation est don l'ation d'Einstein-Hilbert
usuelle. L'ation de la théorie s'érit alors [73℄ :
S =
1
4πG
∫ (
R
4
− 1
2
ϕ,µϕ
,µ − V (ϕ)
)√−gd4x
+Sm[ψm, A
2(ϕ)gµν ], (4.2.1)
où omme d'habitude, g = det(gµν). Les termes de ette ation méritent d'être
ommentés séparemment. Tout d'abord, ii,G désigne une onstante de gravitation
nue (de dimensionM−2), qui n'est pas néessairement égale à la onstante présente
dans la théorie de Newton. Ensuite, on voit que l'ation du tenseur gµν ne fait
intervenir que le salaire de ourbure R, et s'identie à l'ation d'Einstein-Hilbert ;
'est pourquoi on dira que la théorie érite sous ette forme est dérite dans la
formulation d'Einstein. Pour rester au plus prohe des notations traditionnelles
(elles de Brans et Dike, et non elles de la théorie des hamps), le hamp salaire
ϕ est adimensionné ; il est aratérisé par deux fontions : son potentiel d'auto-
interation V (ϕ) qui a une dimension M2, et son ouplage aux hamps de matière
A(ϕ) qui est une fontion sans dimension et ne s'annulant pour auune valeur
de ϕ. Le terme Sm[ψm, A
2(ϕ)gµν ] symbolise formellement l'ation de tout hamp
de matière ψm, et exprime que tous les hamps de matière se ouplent, dans leur
ation, ave le hamp ϕ de la même manière, à savoir que la métrique que l'on doit
utiliser pour onstruire leur ation n'est pas le véritable degré de liberté tensoriel
gµν , mais une métrique eetive g˜µν = A
2(ϕ)gµν qui mélange les degrés de liberté
tensoriel et salaire. Ce ouplage universel des hamps de matière à la métrique
eetive g˜µν est une tradution du fait que les théories salaire-tenseur respetent
le prinipe d'équivalene dans sa version faible telle que formulée dans le PEE :
omme tous les onstituants ψm des orps omposés de matière sont ouplés à la
même métrique eetive g˜µν , leur hute libre s'eetue le long des géodésiques de
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ette métrique (et non le long des géodésiques de gµν), don auune expériene
de hute de orps ne peut distinguer deux onstituants diérents. On voit don
l'importane physique de la métrique eetive ; bien qu'elle ne détermine pas les
géodésiques mathématiques de l'espae-temps, les orps matériels vont suivre les
géodésiques qui lui orrespondent. En un sens, on peut don dire qu'elle struture
l'espae-temps observable, auquel on ne peut avoir aès qu'à l'aide d'expérienes
mettant en jeu, à tout le moins des hamps matériels, et en pratique lorsque l'on
mesure la gravitation, des orps étendus. Il est don intéressant de transformer
l'ation (4.2.1) pour l'exprimer en terme de g˜µν . La transformation de la métrique
est une simple transformation onforme ; si l'on note R˜ le salaire de ourbure
assoié à la métrique eetive g˜µν , on a la relation [5℄ :
R˜ = A−2(ϕ)R− 6A−3(ϕ)A,µ;νgµν (4.2.2)
En introduisant un nouveau hamp salaire φ = A−2(ϕ), et en notant [74℄ :
α(ϕ) =
d lnA(ϕ)
dϕ
U(φ) = 2A4(ϕ(φ))V (ϕ(φ)) (4.2.3)
|3 + 2ω(φ)| = α−2(ϕ),
l'ation s'érit alors
S =
1
16πG
∫ (
φR˜− ω(φ)
φ
φ,µφ
,µ − U(φ)
)√
−g˜d4x
+Sm[ψm, g˜µν ]. (4.2.4)
Cette représentation est appelée formulation de Dike-Jordan. On voit que dans
ette formulation, tout à fait analogue à la formulation historique donnée par C.
Brans et R. H. Dike (4.1.1), l'ation des hamps de matière a sa forme standard :
la partie salaire de la gravitation, ii représentée par φ ne se ouple plus expli-
itement aux hamps de matière : les équations du mouvement pour es hamps
ne font don plus intervenir le hamp salaire additionnel, et prennent la forme
qu'elles ont en Relativité Générale. En d'autres termes, les orps matériels suivent
les géodésiques de la métrique eetive g˜µν . Cependant, il a fallu payer un prix
pour ela : dans ette représentation, il n'existe plus de partie libre à l'ation
gravitationnelle, 'est-à-dire que l'ation de la métrique eetive n'est plus l'a-
tion d'Einstein-Hilbert, mais fait intervenir le hamp φ, et que le lagrangien du
hamp salaire φ possède un terme inétique non standard. Comme nous l'avons
vu i-dessus, ette modiation fut introduite historiquement pour rendre ompte
de variations du ouplage gravitationnel, et on voit en eet que la première par-
tie de l'ation est tout à fait similaire à elle d'Einstein-Hilbert à ondition de
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remplaer le ouplage nu G par le ouplage eetif, a priori dépendant de la po-
sition dans l'espae-temps G/φ. Dans toute la suite de ette partie, les grandeurs
marquées d'une tilde se réfèreront à la formulation de Dike-Jordan, et elle sans
tilde à la formulation d'Einstein. En appliquant un prinipe de moindre ation,
érivons maintenant les équations des hamps dans les deux représentations. Dans
la formulation d'Einstein, elles s'érivent :
Rµν − 1
2
Rgµν = 8πGTµν + T
ϕ
µν (4.2.5)
ϕ = −4πGα(ϕ)T + dV (ϕ)
dϕ
(4.2.6)
∇νT νµ = α(ϕ)T∇µϕ, (4.2.7)
où Rµν est le tenseur de Rii assoié à la métrique gµν , Tµν ≡ 2√−g δSmδgµν est
le tenseur énergie-impulsion des hamps de matière, T représente sa trae, et
T ϕµν ≡ 2ϕ,µϕ,ν − (gαβϕ,αϕ,β)gµν − 2V (ϕ)gµν est le tenseur énergie-impulsion du
hamp salaire ϕ. Le premier jeu d'équations orrespond exatement aux équa-
tions d'Einstein pour la métrique gµν en présene de matière et d'un hamp salaire
standard ϕ ; mais, les inq autres équations, portant sur les hamps de matière et
le hamp ϕ font apparaître des termes de soures non standard : −4πGα(ϕ)T et
α(ϕ)T∇µϕ qui proviennent du ouplage expliite entre les hamps de matière et
ϕ. Dans la formulation de Dike-Jordan, on obtient :
φ
(
R˜µν − 1
2
g˜µνR˜
)
= 8πGT˜µν +
ω(φ)
φ
(
φ,µφ,ν − 1
2
g˜µν(g˜
αβφ,αφ,β)
)
+φ,ν;µ − g˜µν(g˜αβφ,β);α − g˜µνU(φ) (4.2.8)
2
ω(φ)
φ
(g˜αβφ,α);β = −R − ( 1
φ
dω(φ)
dφ
− ω(φ)
φ2
)(g˜αβφ,αφ,β)
+2
dU(φ)
dφ
(4.2.9)
T˜ µν;µ = 0 , (4.2.10)
où, les indies sont levés et desendus ave la métrique g˜µν , et, T˜µν ≡ 2√−g˜ δSmδg˜µν est
le tenseur énergie-impulsion de la matière dans la représentation de Dike-Jordan.
Il existe une relation importante entre les tenseurs énergie-impulsion dans les deux
représentations :
Tµν = A
2(ϕ)T˜µν = φ
−1T˜µν . (4.2.11)
On voit que le mélange des modes salaire et tensoriel, qui aratérise la représen-
tation de Dike-Jordan omplique singulièrement la forme des équations, à l'ex-
eption notable de l'équation de onservation de l'énergie-impulsion pour la ma-
tière, qui a retrouvé sa forme habituelle. En partiulier, le passage au référentiel
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minkowskien loal nous permet de retrouver la loi de onservation simple de la
Relativité Restreinte T˜ µν,µ = 0.
4.2.2 Transformation onforme et observables physiques
Comme souligné préédemment, la formulation d'Einstein assure que le hamp
de métrique suit les lois de la gravité qui ont ours en Relativité Générale, alors
que les hamps de matière et les orps matériels obéissent à des lois modiées qui
font intervenir le nouveau degré de liberté salaire ϕ. A l'opposé, la formulation de
Dike-Jordan onsiste à modier les équations du hamp de gravitation, tout en
onservant la forme ovariante des équations sur les hamps matériels. Nous avons
vu que ela induisait un résultat important : dans une expériene de hute libre,
les orps suivent les géodésiques de la métrique eetive g˜µν , et non elle du degré
de liberté de spin 2, gµν . La question se pose alors de savoir quelle formulation est
la représentation du monde observable (si l'on s'intéresse, par exemple, au alul
de l'expansion loale d'un uide soumis à un fort hamp de gravitation, il nous
faut pouvoir faire le lien entre ette expansion observable, telle qu'elle pourrait
être mesurée, et la déviation géodésique prévue par la théorie ; il est lair que ette
déviation géodésique n'est pas la même dans les deux représentations). La ques-
tion n'est bien entendu pas de savoir quelle formulation est physique, une telle
question n'ayant a priori auun sens, mais plutt de déterminer le lien entre e
que la théorie sait aluler, et e que l'on observe au ours des expérienes que
l'on peut mener (dans l'exemple du uide, elà revient à se demander par rapport
à quelles géodésiques on dénit la hute libre). Cette question de la formulation
"observable" a susité un vif et intense débat, et il n'est pas dans l'objetif de
es développements d'en ommenter tous les aspets. Cependant, je voudrais for-
muler ii quelques remarques
1
et indiquer le hoix qu'elles m'ont amené à faire.
Pour ommener, insistons sur le fait que les observables physiques, en tant que
grandeurs adimensionnées, ne dépendent pas de la représentation hoisie. Pour
e faire, dérivons l'expériene suivante dans les deux représentations. On onsi-
dère un laboratoire de petite taille en hute libre dans le potentiel gravitationnel
du Soleil ; dans e laboratoire, on soumet un életron de masse m à un hamp
magnétique onstant
→
B orthogonal à la vitesse initiale de l'életron
→
vi dans le ré-
férentiel du laboratoire. On se plae dans le référentiel en hute libre attahé au
laboratoire dans haune des deux représentations, 'est-à-dire, par rapport à g˜µν
dans la représentation de Dike-Jordan, et par rapport à gµν dans elle d'Einstein.
On notera le tenseur életromagnétique Fµν = 2A[µ,ν] où Aµ est le 4-potentiel du
hamp életromagnétique. L'ation de Dike-Jordan s'érit, après passage dans le
1
Je tiens à remerier Gilles Esposito-Farèse pour les disussions qui ont onduit à es ré-
exions.
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référentiel loal (on tranforme g˜µν en ηµν) :
S = −m
∫
ds˜− e
∫
Aµdxµ . (4.2.12)
L'équation du mouvement de l'életron s'érit don :
du˜µ
dτ˜
=
e
m
Fµν u˜
ν
, (4.2.13)
où u˜µ ≡ dxµ/dτ˜ est la 4-vitesse de l'életron dans le référentiel de Dike-Jordan.
D'autre part, l'ation dans la représentation d'Einstein est obtenue en remplaçant
g˜µν par A
2(ϕ)gµν , puis en prenant la limite gµν → ηµν :
S = −m
∫
A(ϕ)ds− e
∫
A−2(ϕ)Aµdxµ , (4.2.14)
et l'équation du mouvement est alors, si l'on suppose que ϕ est onstant sur les
éhelles de temps et d'espae mises en jeu par l'expériene :
2
duµ
dτ
=
e
mA(ϕ)
Fµνu
ν
, (4.2.15)
ave uµ ≡ dxµ/dτ la 4-vitesse de l'életron dans le référentiel d'Einstein. La
fréquene ylotron de l'életron est don diérente dans les deux représenta-
tions : dans elle de Dike-Jordan, elle s'érit νJF = e/m, et dans elle d'Einstein,
νEF = e/(mA(ϕ)), omme si la masse inertielle de l'életron dépendait alors du
hamp ϕ. Cependant, e résultat ne doit pas surprendre : il existe bien une seule va-
leur observationnelle de la fréquene ylotron de l'életron. En eet, la fréquene
d'une même horloge varie entre les deux représentations, et le rapport des fré-
quenes d'horloge et donné par fEF/fJF = A
−1(ϕ), e qui assure que les rapports
νEF/fEF et νJF/fJF , qui sont les seules quantités observables en tant qu'elles sont
adimensionnées, sont égaux. Loalement, on ne peut don pas déteter la présene
du hamp salaire par des expérienes non gravitationnelles. C'est bien e qui est
allégué par le prinipe d'équivalene faible. Cet exemple illustre l'importane du
fait de onsidérer des grandeurs adimensionées. En eet, la présene du hamp
salaire équivaut, lorsque elui-i est onstant du moins, à un simple rééhelon-
nage des unités de mesure de temps et d'espae. Aussi est-il important de modier
de façon ohérente, omme nous l'avons vu i-dessus, tous les étalons de mesure
lorsque l'on passe d'une représentation à l'autre. L'exemple de la fréquene ylo-
tron explique pourquoi la représentation de Dike-Jordan est appelée observable :
2
Cei paraît raisonnable si e hamp est d'origine osmologique, et nous verrons que dans
la limite post-newtonienne des théories salaire-tenseur, la ontribution dominante au hamp
salaire dans le système solaire est donnée par sa valeur osmologique.
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dans e adre-là, en eet, les équations non gravitationnelles ne sont pas modiées,
et par onséquent, les étalons ne font pas intervenir le hamp salaire, ontraire-
ment à e qui se passe dans la représentation d'Einstein. Généralement, au ours
d'un raisonnement physique, le rapport d'une mesure dimensionnée à son étalon
est impliite, et on parle toujours de grandeurs dimensionnées (e sera par exemple
le as, en osmologie, du taux d'expansion de l'Univers, qui est homogène à l'in-
verse d'un temps), raison pour laquelle dans tout e qui suivra, on alulera les
grandeurs dimensionnées observables dans la représentation de Dike-Jordan, sans
pour autant onférer à ette dernière un statut ontologique partiulier. Ce hoix
est seulement ommode : tant que le hamp salaire est dans une onguration
statique, omme i-dessus, la dénition de l'observable dans la représention d'Ein-
tein ne pose auun probleme ('est simplement une reparamétrisation onforme),
mais nous verrons (en partiulier pour le taux d'expansion de l'Univers), que les
hoses sont plus déliates dans le as général.
Pour terminer ette disussion de l'équivalene des représentations, il est inté-
ressant de revenir sur le lien dont nous avons parlé dans la setion préédente entre
variation du ontenu numérique des lois non-gravitationnelles et non-universalité
de la hute des orps dont l'énergie interne est prinipalement de nature gravita-
tionnelle. Nous avons en eet inlus dans le terme de prinipe d'équivalene fort
(PEF), l'exigene que es deux phénomènes n'appartiennent pas en propre à la
gravitation. L'exemple de la fréquene ylotron i-dessus nous a montré que dans
la représentation d'Einstein, la masse inertielle des partiles dépend expliitement
du hamp salaire ϕ. D'autre part, l'ation dans la représentation de Dike-Jordan
(4.2.4) suggère que le ouplage gravitationnel eetif ressenti par un orps dépend,
dans ette représentation, du hamp salaire φ ; si l'on dénit3 Geff = G/φ, on
voit dans les équations (4.2.8)-(4.2.10) que le ouplage de l'énergie-impulsion à la
métrique est exatement Geff , et non G. Comme nous avons vu que les observables
sont les mêmes dans les deux représentations, ette struture suggère don qu'il
existe une équivalene (une dégénéresene) entre variation du ouplage gravita-
tionnel et variation de la masse inertielle des orps. Cela se omprend très bien
dans la mesure où, dans les expérienes gravitationnelles, 'est toujours le produit
du ouplage et de la masse inertielle qui intervient (penser à l'équation de Poisson
ou à l'expression de la fore gravitationnelle en méanique newtonienne).
4.2.3 Contraintes observationnelles
Les tests de la gravitation dans le système solaire sont nombreux et préis [75℄,
que se soient les tests lassiques (déetion de la lumière, retard Shapiro, avane
3
Dans la sous-setion suivante nous verrons que dans une expériene de type Cavendish per-
mettant de mesurer le ouplage gravitationnel, elui-i est légèrement diérent de Geff tel que
déni ii. Cela n'aete ependant pas la présente disussion.
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du périhélie de Merure), ou d'autres plus réents (eet Nordvedt). Il existe un
adre général permettant de tester toutes les théories métriques de la gravitation :
le formalisme post-newtonien, dont nous allons rapidement dérire les résultats
pour une théorie salaire-tenseur. Ces résultats s'expriment à l'aide de la paramé-
trisation d'Eddington [75℄. Considérant une masse pontuelle isolée M , on dérit
l'espae-temps autour de ette masse par une métrique statique à symétrie sphé-
rique, asymptotiquement plate, ave l'élément de longueur suivant :
ds2 = −
(
1− RS
r
+
β − γ
2
R2S
r2
)
dt2 +
(
1 + γ
RS
r
)
dr2 + r2dΩ2 , (4.2.16)
où RS = 2GM . Pour γ = β = 1, et élément de longueur orrespond exatement
à elui de la métrique de Swharzshild en Relativité Générale, RS étant le rayon
de Swharzshild. Les paramètres γ et β sont les paramètres post-newtoniens ; ils
traduisent omment la masseM agit sur l'espae-temps pour une théorie métrique
de la gravitation donnée. Dans le as d'une théorie salaire-tenseur, es paramètres
sont reliés aux paramètres de la théorie par [73℄
4
:
β − 1 = 1
2
α2(ϕ0)
(1 + α2(ϕ0))2
dα
dϕ
(ϕ0) (4.2.17)
γ − 1 = −2 α
2(ϕ0)
1 + α2(ϕ0)
, (4.2.18)
(4.2.19)
où ϕ0 est la valeur du hamp salaire ϕ à l'inni spatial, que l'on identie à la valeur
osmologique du hamp salaire aujourd'hui, dans la mesure où le système solaire,
dérit par la métrique statique à symétrie sphérique, est onsidéré plongé dans
l'Univers en expansion. Ce résultat est obtenu en onsidérant d'une part que ϕ0
est onstante, e qui est raisonnable puisque son temps aratéristique de variation
est osmologique, don beauoup plus long que les temps aratéristiques dans le
système solaire (notamment elui d'une expériene) ; d'autre part, on néglige l'eet
du potentiel V (ϕ) en onsidérant que (d2V/dϕ2)(ϕ0)≪M , e qui est raisonnable
pour toute appliation osmologique. De plus, la onstante de gravitation eetive,
telle que mesurée par une expériene de type Cavendish est donnée par :
Geff = GA
2(ϕ0)
(
1 + α2(ϕ0)
)
. (4.2.20)
Les ontraintes à e jour portent essentiellement sur le paramètre γ, le para-
mètre β étant ontraint moins préisément à un ordre de grandeur près. La mesure
4
La métrique orrespondant à (4.2.16) est exprimée dans le Dike-Jordan frame, mais les
tildes sont oubliées ii pour simplier l'ériture.
4.3. COSMOLOGIES SCALAIRE-TENSEUR 81
la plus préise repose sur l'eet Shapiro subi par les signaux radios entre la Terre
et la sonde Cassini lorqu'ils passent au voisinage du Soleil, et donne [76℄ :
γ − 1 = (2.1± 2.3)× 10−5 . (4.2.21)
On en déduit don, pour une théorie salaire-tenseur, que :
α(ϕ0) ≤ 10−3 . (4.2.22)
Ce test impose don à la théorie d'être très prohe de la Relativité Générale au-
jourd'hui : la valeur osmologique du hamp salaire doit être telle que le ouplage
à la matière n'est que d'une partie pour mille aujourd'hui. Ce résultat est une
motivation importante pour trouver des théories salaire-tenseur qui possèdent
un méanisme osmologique d'attration vers la Relativité Générale. En eet, en
l'absene d'un tel méanisme, omme pour une théorie de Brans-Dike lassique,
la ontrainte post-newtonienne (4.2.22) impose à la théorie d'être très prohe de
la Relativité Générale durant toute l'histoire osmologique : si l'on veut étudier
des eets signiatifs de la présene du hamp salaire, il faut don lui permettre
de dévier des ϕ0 qui satisfont à (4.2.22), tout en assurant qu'au temps longs, il
onverge vers un tel ϕ0. Nous reviendrons sur e point lorsque nous traiterons de
la dynamique osmologique des théories salaire-tenseur.
4.3 Cosmologies salaire-tenseur
Le ontexte général des théories salaire-tenseur étant bien établi, nous don-
nerons dans ette setion les équations des hamps appliquées aux osmologies
homogènes et isotropes. L'hypothèse d'homogénéité et d'isotropie s'appliquant à
l'Univers observable, nous supposerons don que l'élément de longueur dans la re-
présentation de Dike-Jordan prend la forme déduite de la métrique de Friedmann-
Lemaître-Robertson-Walker :
ds˜2 = −dt˜2 + a˜2(t˜)
(
dr2
1− kr2 + r
2dθ2 + r2 sin2 θdψ2
)
. (4.3.1)
De plus, en dénissant dt = A−1(ϕ)dt˜ et a(t) = A−1(ϕ)a˜(t˜), omme l'élément
de longueur dans la représentation d'Einstein s'érit ds2 = A−2(ϕ)ds˜2 d'après la
relation onforme entre les deux représentations, on a :
ds2 = −dt2 + a2(t)
(
dr2
1− kr2 + r
2dθ2 + r2 sin2 θdψ2
)
, (4.3.2)
si bien que dans es oordonnées, l'Univers homogène et isotrope a une métrique
de FLRW dans la représentation d'Einstein également. Le uide osmologique
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est dérit par le tenseur énergie-impulsion d'un uide parfait de densité d'énergie
ρ˜ et de pression p˜ dans la représentation de Dike-Jordan, e uide ayant une
densité d'énergie ρ = A4(ϕ)ρ˜ et une pression p = A4(ϕ)p˜ dans la représentation
d'Einstein, d'après la relation (4.2.11). Les équation des hamps s'érivent don,
dans la représentation d'Einstein :
H2 =
8πGρ
3
+
1
3
ϕ˙2 +
2
3
V (ϕ)− k
a2
(4.3.3)
a¨
a
= −4πG
3
(ρ+ 3p)− 2
3
ϕ˙2 +
2
3
V (ϕ) (4.3.4)
ϕ¨+ 3Hϕ˙+
dV
dϕ
= −4πGα(ϕ)(ρ− 3p) (4.3.5)
ρ˙+ 3H(ρ+ p) = α(ϕ)(ρ− 3p)ϕ˙ , (4.3.6)
où, omme à l'aoutumée, H = a˙/a est le paramètre de Hubble, et u˙ ≡ du/dt.
Dans la représentation de Dike-Jordan, on a, de façon équivalente, ave H˜ =
(da˜/dt˜)/a˜ :
H˜2 =
8πGρ˜
3Φ
+
ω(Φ)
6Φ2
(
dΦ
dt˜
)2
− H˜
Φ
dΦ
dt˜
+
U(Φ)
3Φ
− k
a˜2
(4.3.7)
1
a˜
d2a˜
dt˜2
= −4πG
3Φ
(ρ˜+ 3p˜)− ω(Φ)
3Φ2
(
dΦ
dt˜
)2
− H˜
2Φ
dΦ
dt˜
− 1
2Φ
d2Φ
dt˜2
+
U(Φ)
3Φ
(4.3.8)
(3 + 2ω(Φ))
d2Φ
dt˜2
= 8πG(ρ˜− 3p˜)− 15H˜ dΦ
dt˜
+ 4U(Φ)− 2ΦdU
dΦ
+
(
ω(Φ)
2Φ
− dω
dΦ
)(
dΦ
dt˜
)2
(4.3.9)
ρ˜+ 3H˜(ρ˜+ p˜) = 0 . (4.3.10)
La omparaison des systèmes (4.3.3)-(4.3.6) et (4.3.7)-(4.3.10) fait apparaître la
omplexité des équations dans la représentation de Dike-Jordan. Dans la repré-
sentation d'Einstein au ontraire, les équations de la dynamique des hamps sont
tout à fait standard, à l'exeption de l'équation portant sur le uide osmologique,
qui s'intègre de toute façon très simplement, dans le as d'un uide barotropique
ave p = ωρ (qui est équivalent à p˜ = ωρ˜) en :
ρ(a) ∝ A(ϕ)1−3ωa−3(1+ω) . (4.3.11)
On aura don tout intérêt à étudier la dynamique dans la représentation d'Einstein,
pour ensuite aluler expliitement les observables dans la représentation de Dike-
Jordan.
Chapitre 5
Dynamiques osmologiques des
théories salaire-tenseur
Dans e hapitre, nous allons étudier la dynamique osmologique des théories
salaire-tenseur, 'est-à-dire le omportement des solutions du système (4.3.3)-
(4.3.6). Cette étude a été longuement développée par le passé, prinipalement
pour des hamps salaires sans potentiel [77, 78℄. Nous résumerons es résultats
antérieurs, puis nous analyserons e qui se passe dans le as où le hamp salaire
possède un potentiel d'auto-interation. Cette analyse est apitale pour s'assurer
que l'on étudie, lorsque l'on s'intèresse aux onséquenes observables de la présene
du hamp salaire, des théories qui peuvent onverger vers la Relativité Générale
aux temps longs, an de satisfaire les ontraintes obtenues dans le système solaire.
Pour mener à bien ette étude, inspiré par les travaux ités i-dessus [77, 78℄, on
peut ommener par dériver du système (4.3.3)-(4.3.6) une équation indépendante
pour le hamp salaire ϕ. A ette n, introduisons le paramètre d'évolution λ =
ln(a) tel que dλ = Hdt. En hoisissant de noter u′ ≡ du/dλ pour toute fontion u
de R dans R, on obtient par quelques manipulations l'équation :
2(1− ǫ(λ) + η(λ, ϕ))
3− ϕ′2 ϕ
′′
+ (1− wb(λ)− 4
3
ǫ(λ) + 2η(λ, ϕ))ϕ
′
= −Θ(λ, ϕ) − (1− 3wb)α(ϕ) , (5.0.1)
dans laquelle on a déni :
ǫ(λ) =
3k
8πGρ(λ)a2(λ)
, wb(λ) =
p(λ)
ρ(λ)
η(λ, ϕ) =
V (ϕ)
4πGρ(λ)
, Θ(λ, ϕ) =
1
4πGρ(λ)
dV (ϕ)
dϕ
.
Dans un espae plat (k = 0), si wb = cste (par exemple si l'on a un seul uide
barotropique), ette équation est manifestement autonome pour une théorie sans
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potentiel : V (ϕ) ≡ 0, mais ses oeients dépendent expliitement du temps dès
lors que le hamp salaire aquiert un terme d'auto-interation. C'est hélas e qui
rendra ette méthode peu utile pour étudier es dernières théories. En revanhe,
dans le as où V (ϕ) ≡ 0, nous allons pouvoir mener une analyse omplète.
5.1 Les hamps salaires sans auto-interation
Commençons par supposer que k = 0. Alors, en posant X = ϕ et Y = ϕ
′
,
l'équation (5.0.1) donne :
(
X
Y
)′
= F (X, Y ) =
(
Y
Y 2−3
2
((1− wb)Y + (1− 3wb)α(X))
)
. (5.1.1)
Si l'on se plae dans une ère préise, on peut poser que wb est une onstante. Le
système étant autonome, on trouve alors naturellement les points xes
1
:
Y¯ = 0 et
wb =
1
3
(X¯ quelonque ) ou X¯ = α−1(0) .
(5.1.2)
Dans ette setion α−1 représente l'inverse de la fontion α supposée au moins
C
1
. Ainsi, dans le as d'un uide relativiste, ave wb = 1/3, le hamp salaire est
déouplé de la matière, sa vitesse est amortie et le hamp se gèle à une valeur nie
dépendant des onditions initiales. La solution exate prend alors la forme [77℄ :
ϕ(λ) = ϕ∞ −
√
3 ln
(
K exp(−λ) + (1 +K2 exp(−2λ))1/2) , (5.1.3)
où ϕ∞ est la valeur du hamp sur l'attrateur (λ→ +∞), et :
K =
ϕ
′
0√
3− ϕ′2(0) ave ϕ
′
0 = ϕ
′
(0) . (5.1.4)
Le hamp se gèle alors sur l'attrateur à la valeur :
ϕ∞ = ϕ(0) +
√
3
2
ln
(
1 + ϕ
′
0/
√
3
1− ϕ′0/
√
3
)
. (5.1.5)
1
Le as d'un modèle de Brans et Dike, ave α = cste n'est pas traité ii, ar les ontraintes
postnewtoniennes forent α à être très petit, si bien que le hamp salaire n'a auune inidene
osmologique observable. Dans la limite où |ϕ′ | ≪ √3, on peut trouver la solution exate :
ϕ(λ) = (2 exp(−3(1− wb)λ/2)/3 + (1 − 3wbαλ)) /(wb − 1).
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Dans le as d'un uide ave wb 6= 1/3, le hamp se gèle à une valeur X¯ = α−1(0),
orrespondant à la Relativité Générale (α(X¯) = 0). Si le point (X¯, Y¯ ) est stable,
nous avons alors un méanisme de onvergene dynamique de la théorie salaire-
tenseur vers la Relativité Générale, tant que wb 6= 1/3. C'est un point très impor-
tant dans la mesure où les ontraintes postnewtonniennes ontraignent la valeur du
hamp aujourd'hui à être telle que la théorie dière peu de la Relativité Générale.
Une onvergene dynamique au ours de l'histoire osmologique (notamment du-
rant l'ère dominée par la matière, ave wb = 0) est don une propriété intéressante
dans la mesure où elle permet d'envisager des déviations passées à la Relativité
Générale tout en assurant une déviation faible aujourd'hui. Il nous faut don exa-
miner la nature du point xe (X¯, Y¯ ) = (α−1(0), 0). La diérentielle du hamp de
veteurs F (X, Y ) de (5.1.1) est :
DF (X, Y ) =
(
0 1
Y 2−3
2
(1− 3wb) dαdX (X) 32(1− wb)(Y 2 − 1) + (1− 3wb)Y α(X)
)
.
(5.1.6)
Pour wb = 1/3, les valeurs propres de ette diérentielle prise en (X¯, 0) sont 0
et −1 ; on ne peut don pas onlure sur la stabilité de et équilibre par ette
méthode. En fait 'est un équilibre stable, e que l'on peut vérier en remarquant
que la fontion E(ϕ, ϕ
′
) = − ln(1 − ϕ′2/3) est une fontion de Lyapunov pour la
solution. Pour wb 6= 1/3, la diérentielle (5.1.6) prise en (α−1(0), 0) a deux valeurs
propres :
v1,2 = −3
4
(1− wb)
(
1±
√
1− 8
3
1− 3wb
(1− wb)2
dα
dX
(X¯)
)
. (5.1.7)
Dans la suite, on se restreindra au as où wb < 1, qui ontient tous les as intéres-
sants pour la osmologie. Deux as mènent à v1,2 = −3(1−wb)/2±ib, 'est-à-dire à
un équilibre asymptotiquement stable atteint par une suite (innie) d'osillations
amorties :
wb <
1
3
et
dα
dX
(X¯) >
3
8
(1− wb)2
1− 3wb ,
wb >
1
3
et
dα
dX
(X¯) <
3
8
(1− wb)2
1− 3wb .
Enn, si l'argument sous la raine est positif, deux as mènent à des valeurs propres
réelles stritement négatives, don à un équilibre asymptotiquement stable atteint
sans osillation :
wb >
1
3
et
dα
dX
(X¯) < 0 ,
wb <
1
3
et
dα
dX
(X¯) > 0 .
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Remarquons le as partiulier d'une ère dominée par la matière ordinaire : wb = 0.
Alors, l'équilibre est stable si et seulement si (dα/dX)(X¯) > 0, le hamp onnais-
sant des osillations si (dα/dX)(X¯) > 3/8 et pas d'osillations si (dα/dX)(X¯) <
3/8. Ainsi, il sut que la fontion de ouplage ait une dérivée positive au voisi-
nage de l'attrateur pour qu'il existe un méanisme de onvergene durant l'ère
dominée par la matière, assurant dès lors que les ontraintes postnewtoniennes
seront vériées par la théorie. La gure 5.1.1 présente la dynamique de ertaines
théories dans le plan de phase, au voisinage du point ritique assoié. Par le théo-
rème d'Hartman-Grossmann, le portrait de phase au voisinage du point ritique
est topologiquement équivalent au portrait de phase du linéarisé (5.1.6), pour un
système hyperbolique ('est-à-dire un système dont le linéarisé n'a pas de valeur
propre de partie réelle nulle).
Lorsque le système n'est pas hyperbolique, 'est-à-dire si (dα/dX)(X¯) = 0 ou
ωb = 1, il faut intégrer l'ensemble du système pour obtenir le portrait de phase. Je
me suis eoré, pour le as (dα/dX)(X¯) = 0 de trouver une fontion de Lyapu-
nov, mais je n'en ai pas trouvé : bien qu'il existe des fontions stritement dérois-
santes le long des solutions, elles ne sont pas dénies sur un voisinage ompat du
point ritique. On trouvera une analyse de e type de théories salaire-tenseur par
d'autres méthodes dans [79, 80℄.
5.2 Les hamps salaires ave auto-interation
Lorsque le hamp salaire possède un potentiel (ou les setions spatiales une
ourbure non nulle), l'équation (5.0.1) n'est plus autonome, si bien que toutes les
tehniques usuelles d'étude des attrateurs ne peuvent plus être utilisées. Pour
ertaines formes de potentiels et de ouplages (il faut que l'un et l'autre soient
inversibles), ependant, il est possible de réérire le système sous une forme auto-
nome, en introduisant des variables adimensionnées ; on trouvera une desription
de es méthodes dans [51℄ et les référenes itées dans ette monographie. Dans
ette setion, nous allons présenter les prinipes d'une méthode diérente, qui, a
priori, s'applique à toutes les théories possibles. Utilisée pour étudier la dynamique
osmologique en présene d'un hamp salaire, tant minimalement ouplé [81, 82℄,
que non-minimalement ouplé [83℄, elle repose sur le prinipe de Maupertuis-Jaobi
[82, 84℄.
5.2.1 Méthode de Maupertuis-Jaobi
Dans le but d'élairer ette méthode onsidérons un système de méanique
lassique lagrangienne aratérisé par N variables de onguration (qi)i∈{1,2,..N}
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X
Y
X
Y
Fig. 5.1.1  Portraits de phase au voisinage du point ritique (0,0) pour α(ϕ) = βϕ
et wb = 0. La gure du dessus montre le as où β = 1 > 3/8, et la gure du dessous
le as où β = 0.2 < 3/8.
dont le lagrangien s'érit :
L(qk, q˙k) = 1
2
gij(q
k)q˙iq˙j − V (qk) , (5.2.1)
ave q˙k ≡ dqk/dt, et gij une métrique riemannienne sur l'espae des ongurations.
En dénissant les impulsions généralisées :
pi ≡ ∂L
∂q˙i
= gij q˙
j
, (5.2.2)
on peut alors érire le hamiltonien du système :
H(qk, pk) ≡ q˙ipi −L = 1
2
gijpipj + V (q) . (5.2.3)
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Les équations d'Euler-Lagrange orrespondant à (5.2.1) s'érivent :
∀i ∈ {1, 2, ..., N} , q¨i + Γijkq˙j q˙k = −gij∂jV (qk) , (5.2.4)
où Γijk ≡ 12gil (∂jglk + ∂kgjl − ∂lgij) représente l'ensemble des onnetions anes
assoiées à la métrique gij . Le hamiltonien (5.2.3) est simplement l'énergie totale
du système à N degrés de liberté. C'est une onstante du mouvement. Pour une
valeur donnée de ette énergie totale, E, les trajetoires dans l'espae des phases
P à 2N dimensions sont don ontraintes à rester sur une hypersurfae CE =
{(qk, pl) ∈ P, H(qk, pl) = E} ⊂ P. De plus, dans l'espae des ongurations Q, les
trajetoires sont ontenues dans le domaine :
DE = {qk ∈ Q, V (qk) ≤ E} , (5.2.5)
dont le bord éventuel est ∂Q = {qk ∈ Q, V (qk) = E} . A l'intérieur de DE,
'est-à-dire sur DE \ ∂DE , en introduisant le paramètre ane s tel que :
ds
dt
= 2
(
E − V (qk)) , (5.2.6)
on peut mettre les équations du mouvement (5.2.4) sous la forme suivante :
∀i ∈ {1, 2, ..., N}, d
2qi
ds2
+ Γˆijk
dqj
ds
dqk
ds
= 0 , (5.2.7)
ave Γˆijk ≡ 12 gˆil (∂j gˆlk + ∂kgˆjl − ∂lgˆij), et :
gˆij = 2(E − V (qk))gij . (5.2.8)
Ainsi, les équations du mouvement sont équivalentes, sur l'intérieur de DE, aux
équations des géodésiques de la métrique eetive gˆij . L'étude des propriétés mé-
triques de l'espae des ongurations vu omme une variété diérentiable de dimen-
sion N munie de la métrique gˆij permet de aratériser la dynamique du système.
5.2.2 Cosmologie ave un hamp salaire
Nous allons voir que la méthode dérite préédemment s'applique bien à l'étude
d'un Univers de Friedmann en présene d'un hamp salaire. Considérant une théo-
rie salaire-tenseur en présene d'un hamp de matière ψm, le lagrangien s'érit,
génériquement :
L = (R− 2gµν∂µϕ∂νϕ− 4V (ϕ) + F (gµν , ϕ, ψm))
√−g , (5.2.9)
5.2. LES CHAMPS SCALAIRES AVEC AUTO-INTERACTION 89
où F est une fontionnelle prenant en ompte les ouplages expliites à la matière,
et où l'on a posé 16πG = 1. En partiularisant e lagrangien pour un Univers ho-
mogène et isotrope, dont la métrique est elle de Friedmann-Lemaître-Robertson-
Walker, ave un hamp de matière onsidéré omme un uide parfait barotropique
de densité d'énergie ρ et de pression p = (γ − 1)ρ, l'ation peut s'érire (on note
u˙ ≡ du/dt) :
S =
∫
L(a, ϕ, a˙, ϕ˙)dt , (5.2.10)
ave :
L(a, ϕ, a˙, ϕ˙) = −6aa˙2 + 2a3ϕ˙2 + 6ka− 4a3V (ϕ) + a3F (a, ϕ) . (5.2.11)
Il reste à déterminer la fontionnelle F . Pour e faire, on érit les équations d'Euler-
Lagrange du lagrangien (5.2.11) et on érit qu'elles doivent être équivalentes aux
équations des hamps (4.3.3)-(4.3.6). Cela donne deux équations pour F , à savoir :
−1
2
F (a, ϕ)− a
6
∂F
∂a
(a, ϕ) = −1
2
(γ − 1)ρ (5.2.12)
∂F
∂ϕ
(a, ϕ) = −α(ϕ)(4− 3γ)ρ . (5.2.13)
ρ peut être déterminé à l'aide de l'équation de onservation dans la représentation
de Dike-Jordan, en utilisant la transformation onforme : ρ = A4−3γ(ϕ)a−3γ . On
peut alors résoudre les équations (5.2.12)-(5.2.13), et l'on trouve, à une onstante
près :
F (a, ϕ) = −ρ0A4−3γ(ϕ)a−3γ . (5.2.14)
Don, le lagrangien onsidéré dans ette setion prend la forme suivante :
L(φA, φB) = 1
2
GAB(φ
C)φ˙Aφ˙B −W (φC) , (5.2.15)
où l'on a déni les variables de ongurations :
(φ1, φ2) ≡ (a, ϕ) , (5.2.16)
le potentiel :
W (φC) ≡ 4a3V (ϕ) + ρ0A4−3γ(ϕ)a3(1−γ) − 6ka , (5.2.17)
et la métrique sur l'espae de onguration :
GAB(φ
C) ≡
( −12a 0
0 4a3
)
, (5.2.18)
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les indies A,B,C prenant leurs valeurs dans {1, 2}. C'est exatement la forme du
lagrangien (5.2.1) ; ii, l'espae de onguration est bidimensionnel. Les impulsions
assoiées aux variables de ongurations (a, ϕ) sont :
p1 = −12aa˙ (5.2.19)
p2 = 4a
3ϕ˙ , (5.2.20)
et le hamiltonien s'érit :
H(φC , pC) = 6a3
(
−
(
a˙
a
)2
− k
a2
+
1
3
ϕ˙2 +
2
3
V (ϕ) +
ρ0
6
A4−3γ(ϕ)a−3γ
)
. (5.2.21)
En omparant ette expression ave la première équation du système (4.3.3), on
voit immédiatement que, le long des trajetoires :
H(φC, pC) = 0 . (5.2.22)
Tout le formalisme de la setion préédente peut don être appliqué, en posant
E = 0. Si W (φC) ≡ 0, les équations du mouvement sont automatiquement les
géodésiques assoiées à la métrique (5.2.18). Dans le as ontraire, on dénit la
métrique sur l'espae de onguration :
GˆAB(φ
C) ≡ −2|W (φC)|GAB , (5.2.23)
et le paramètre ane s tel que :
ds
dt
= −2W (ΦC) . (5.2.24)
Alors, les trajetoires dans l'espae des ongurations sont exatement les géodé-
siques de la métrique (5.2.23) parourue ave le paramètre ane s :
d2φA
ds2
+ ΓˆABC
dφB
ds
dφC
ds
= 0 . (5.2.25)
De plus, la ontrainte H(φA, pA) = 0 s'érit :
GˆAB
dφA
ds
dφB
ds
= Sgn(W (φC)) , (5.2.26)
e qui montre que les géodésiques orrespondant aux trajetoires sont de genre a
si W > 0 et de genre ϕ si W < 0. Cette dénomination est une réminisene du
langage utilisé dans le as de la métrique d'espae-temps : on remarque en eet que
dans la métrique (5.2.23), a joue le rle d'un temps dans une variété loalement
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diéomorphe à un espae-temps de Minkowski (oeient de la métrique Gˆ11 né-
gatif), et ϕ le rle d'une dimension d'espae (oeient Gˆ22 positif). En prinipe,
l'étude des propriétés de la métrique GˆAB, 'est-à-dire essentiellement de elles
des géodésiques (5.2.25), permet de aratériser la dynamique du hamp salaire
osmologique. La métrique (5.2.25) est manifestement onformément reliée à la
métrique de Milne :
ds2 = −cˆ2da
2
a2
+ dϕ2 , (5.2.27)
où cˆ2 ≡ 3. Par le hangement de variable η = ln(a), (5.2.25) est don onformément
reliée à un espae de Minkowski :
ds2 = −cˆ2dη2 + dϕ2 . (5.2.28)
Le ne de lumière de (5.2.25) est don exatement elui de la métrique de Min-
kowski (5.2.28) :
ϕˆ± = ±cˆη + cste , (5.2.29)
et cˆ joue le rle de vitesse limite dans l'espae des ongurations (η, ϕ).
Pour haque type de potentiel V (ϕ), de ouplage A(ϕ) et de matière ara-
térisée par γ, on peut trouver une suite de hangement de variables T (η, ϕ) et
X(η, ϕ), permettant de réérire la métrique (5.2.25) sous la forme d'une métrique
de Minkowski
2
:
dsˆ2 = −dT 2 + dX2 . (5.2.30)
La suite de l'étude onsiste don à examiner la struture du ne de lumière dans
es oordonnées (T,X), pour lesquelles les géodésiques sont simplement des droites.
Cela devrait permettre, à terme, de aratériser le omportenment asymptotique
des théories salaire-tenseur en présene d'un potentiel et d'un hamp de matière.
Des résultats préliminaires semblent indiquer que durant une ère dominée par la
radiation (γ = 4/3), il existe une diérene importante entre un potentiel de la
forme V (ϕ) ∝ ϕ2 et des potentiels plus raides : V (ϕ) ∝ ϕ2n ave n > 1. En eet,
les géodésiques semblent se rapproher du ne de lumière dans le premier as et
pas dans le seond, e qui tendrait à signier que les théories ave V (ϕ) ∝ ϕ2
sont instables durant une ère dominée par la radiation, ave une vitesse du hamp
dϕ/dη tendant vers
√
3, et don une ontribution énergétique Ωϕ tendant vers
1 : aux temps longs, la dynamique serait alors dominée par le hamp salaire,
lequel se omporterait omme un uide de matière raide. Ces résultats sont très
préliminaires et demandent à être vériés en détail, mais la méthode présentée
i-dessus semble prometteuse.
2
Ces hangements de variables sont tout à fait analogues à eux utilisés dans le adre de
l'étude des trous noirs, et menant à la onstrution de diagramme de Carter-Penrose[4, 2℄.
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Chapitre 6
Eets osmologiques
Dans e hapitre, nous allons nous intéresser à quelques onséquenes osmolo-
giques des théories salaire-tenseur. Dans une première setion, nous aborderons un
des tests entraux des sénarios osmologiques non standard : la nuléosynthèse pri-
mordiale. En partiulier, nous verrons que l'existene d'un degré de liberté salaire
pour la gravitation durant l'ère dominée par la radiation peut expliquer l'abon-
dane anormale de
7
Li observée dans les étoiles. Puis, dans une seonde setion,
nous présenterons suintement les modiations attendues dans la formation des
strutures en raison de la présene d'un hamp salaire expliitement ouplé à la
matière.
6.1 Nuléosynthèse primordiale
La nuléosynthèse primordiale est l'un des piliers du modèle de Big-Bang haud
en tant qu'elle onstitue le seul phénomène physique primordial (à l'exeption no-
table ependant de la formation d'éventuels défauts topologiques lors des brisures
spontanées de symétrie, életrofaible par exemple) susamment bien ompris sur
des bases extérieures à la osmologie. L'idée, fréquemment exprimée et bien plus
souvent enore impliite, selon laquelle les réentes mesures des utuations du
fond de rayonnement osmologique seraient un test permettant de ontraindre
de façon univoque la miro-physique de l'Univers très primordial, et notamment
les sénarios inationnaires doit en eet être nuanée : les ontraintes ainsi obte-
nues dépendent fortement du modèle hoisi pour dérire l'expansion de l'Univers
au ours de ette période primordiale, ainsi que dans les phases plus tardives ;
en atteste la profusion de modèles de l'Univers primordial permettant, ave ou
sans phase inationnaire, de générer un spetre de utuations initiales quasi-
ment invariant d'éhelle. Si bien qu'il est aujourd'hui impossible de valider (et
d'ailleurs d'invalider) nombre de sénarios de l'Univers (j'entends par là la phy-
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sique non-gravitationnelle, 'est-à-dire elle qui "se déroule" au sein de l'Univers
en expansion) antérieurement à la nuléosynthèse primordiale, sinon par des argu-
ments théoriques. Ce n'est pas le as de la nuléosynthèse primordiale, qui repose
sur des proessus de physique nuléaire bien ompris. Bien sûr, les préditions de
la nuléosynthèse dépendent du modèle d'Univers onsidéré, mais les phénomènes
nuléaires à l'÷uvre au ours de la nuléosynthèse sont inontestables et s'imposent
raisonnablement à tout sénario osmologique moderne. C'est pourquoi 'est un
indiateur important de l'évolution de l'espae-temps au ours de l'ère dominée
par la radiation : les proessus de physique mirosopique étant bien ompris, l'in-
détermination théorique prinipale réside dans l'arrière-plan osmologique dans
lequel se déroulent les réations nuléaires. Aussi, toute observation permettant
de ontraindre les abondanes des éléments légers peut être onsidérée omme un
exellent test de la osmologie durant l'ère dominée par la matière radiative. On
voit don l'intérêt que revêt ette période dans la onstrution d'une osmologie
en théorie salaire-tenseur : toute déviation de la Relativité Générale au ours de
l'ère radiative doit avoir laissé une trae sur l'abondane des éléments légers. Dans
ette setion, je présenterai d'abord les eets que l'on peut attendre, en insistant
sur l'intérêt de la nuléosynthèse quant à la question de savoir si le hamp salaire
possède ou non des termes d'auto-interation. Puis, an d'illustrer ela, j'étudierai
en détail le problème de l'abondane du
7
Li, et les façons de le résoudre en théorie
salaire-tenseur.
6.1.1 Modier la nuléosynthèse
Comme nous l'avons vu au hapitre préédent, la présene d'un hamp salaire
non minimalement ouplé se manifeste en osmologie par une modiation du taux
d'expansion de la métrique g˜µν , H˜. Deux fateurs interviennent dans ette modi-
ation, qui s'entremêlent dans la représentation de Dike-Jordan ; il est don plus
ommode de les analyser dans la représentation d'Einstein. Le premier, ommun
à tous les hamps, vient du tenseur énergie-impulsion du hamp : la géométrie
de l'espae-temps se ouple au ontenu matériel par l'intermédiaire des équations
d'Einstein. Le taux d'expansion assoié à la métrique gµν fait don intervenir la
densité d'énergie de ϕ. Le seond est spéique au ouplage non-minimal. Il pro-
vient du fait que la métrique observable résulte d'un ouplage expliite entre gµν
et ϕ : la valeur de ϕ à un instant donné xe la valeur du ouplage gravitation-
nel eetif, et la variation temporelle de ϕ rentre également en jeu, reet de e
que les règles servant à aluler les longueurs, et les horloges indiquant les temps,
voient leurs étalons varier ave les variations de ϕ. Cela résulte alors dans le taux
d'expansion observable :
H˜(t˜) = A−1(ϕ(t)) (H(t) + α(ϕ(t))ϕ˙(t)) . (6.1.1)
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Le fateur A−1(ϕ) traduit la variation du ouplage gravitationnel, et le terme
α(ϕ)ϕ˙ provient de la variation des étalons de mesure. L'énergie du hamp salaire,
quant à elle, est impliitement présente dans H(t˜), au même titre que elle des
autres hamps. Puisque dans ette partie, nous allons analyser les diérenes in-
troduites par la présene du hamp salaire, il est ommode d'introduire le rapport
du taux d'expansion de la osmologie salaire-tenseur et de elui d'une osmolo-
gie en présene du même uide parfait, envisagée dans le adre de la Relativité
Générale
1
:
ξ =
H˜
HGR
ave HGR =
8πG
3
ρ˜ . (6.1.2)
Ce rapport, nommé en anglais 'speed-up fator', permet de aratériser la osmo-
logie salaire-tenseur relativement à la osmologie en Relativité Générale : lorsque
ξ > 1 (respetivement ξ < 1), ela signie que l'expansion de l'Univers est plus
rapide (respetivement plus lente) que si l'interation gravitationnelle était gou-
vernée par la Relativité Générale. Or, nous avons vu, dans l'exposé général sur le
modèle de Big-Bang haud que l'eaité des réations nuléaires à une tempé-
rature donnée dans l'Univers primordial dépendait du rapport entre leur taux de
réation et le taux d'expansion : si e rapport est plus grand que 1 (respetivement
plus petit que 1), ela signie que le temps aratéristique de la réation est plus
ourt (respetivement plus long) que le temps aratéristique de l'expansion, et
don que la réation est possible (respetivement impossible). Ce omportement
se omprend fort bien si l'on onsidère que l'expansion 'dilue' les partiules du
uide de matière. Ainsi, le 'speed-up fator', en omparant les taux d'expansion,
nous permettra de omparer les eaités des réations nuléaires dans les osmo-
logies, en salaire-tenseur et en Relativité Générale
2
. C'est le ÷ur de toutes les
modiations qui vont être présentées dans la suite.
Rappellons que l'analyse de la dynamique osmologique du hamp salaire
au hapitre préédent a montré que durant une ère dominée par de la matière
relativiste(p = ρ/3), le hamp salaire ϕ était déouplé du uide de matière et
évoluait omme un hamp salaire lassique suivant l'équation :
ϕ¨+ 3Hϕ˙+
dV (ϕ)
dϕ
= 0 . (6.1.3)
En première approximation, ette équation dérit très dèlement la dynamique
du hamp ϕ durant la nuléosynthèse. Cependant, l'annihilation des paires e+-e−
à une température d'environ me/3, juste avant le gel des proessus responsables
1
La densité qui intervient dans HGR est bien ρ˜, qui suit la même loi de onservation qu'en
Relativité Générale.
2
Il faut remarquer ii que les taux de réation ne sont pas aetés par l'introdution du hamp
salaire ; autrement dit, on ne modie rien à la physique nuléaire, e qui va dans le sens de notre
hypothèse de respet du prinipe d'équivalene faible.
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de l'interonversion entre protons et neutrons transfert l'entropie de es paires au
gaz de photons, modiant par là même l'équation d'état du uide osmologique,
de sorte que pendant un temps très ourt (omparé à elui de la nuléosynthèse),
le terme d'entraînement dû au ouplage expliite à la matière peut jouer un rle
important. Il onviendra don, lors des aluls numériques visant à une prédition
préise des abondanes, de résoudre la dynamique exate, à la fois pour ϕ, et pour
le uide osmologique. Cependant, l'étude de l'équation (6.1.3) nous permet de
dégager ertains traits dynamiques importants. Ainsi, nous avons vu au hapitre
préédent qu'en l'absene de potentiel d'auto-interation, la solution de (6.1.3)
dans un Univers plat donnait :
ϕ
′2 =
3C2
e2λ + C2
, (6.1.4)
où omme au hapitre préédent ϕ
′ ≡ dϕ/d ln a, et C = ϕ′2i /(3−ϕ′2i ) dépend de la
valeur ϕ
′
i de ϕ
′
à l'instant initial. Ainsi, l'on voit que le hamp salaire, si sa vitesse
initiale est petite devant
√
3, est très vite gelé à une valeur onstante durant toute
l'ère dominée par la radiation, et l'on peut onsidérer que durant la nuléosynthèse
primordiale, ϕ est une onstante ϕi (que l'on prend omme ondition intiale juste
avant la nuléosynthèse). Alors, le taux d'expansion observable (6.1.1) se réduit à :
H˜ =
H
A(ϕi)
=
√
8πGA2(ϕi)
3
ρ˜ , (6.1.5)
où la deuxième égalité vient de l'expression de H et du lien ρ = A4(ϕ)ρ˜. On voit
don que durant toute la nuléosynthèse, ξ = A(ϕi) : le taux d'expansion suit la
même loi (en fontion de la température par exemple) que elui de la Relativité
Générale et n'en dière que d'un fateur onstant. Lorsque l'on impose à une
telle théorie salaire-tenseur de reproduire les abondanes observées d'hélium et
de deutérium, les ontraintes sur la fontion de ouplage sont très fortes, voire
plus fortes que elles imposées par les tests postnewtoniens dans le système solaire
[85, 86, 87, 88℄. Cependant, nous avons vu que l'introdution d'un potentiel dans
le lagrangien du hamp salaire renouvelait les propriétés dynamiques du hamp
salaire ; en partiulier, son omportement durant l'ère dominée par la radiation
devient plus omplexe et plus rihe, permettant d'envisager des modiations plus
subtiles des proessus de nuléosynthèse. C'est e qu'illustre la suite de ette setion
sur l'exemple du
7
Li.
6.1.2 Une solution au problème du
7
Li
Le probème du
7
Li dans la osmologie standard
Il existe aujourd'hui deux méthodes robustes et indépendantes pour estimer
la densité de baryons dans l'Univers : la nuléosynthèse primordiale et la mesure
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du spetre des anisotropies du fond de rayonnement osmologique (FRC). Leur
indépendane en tant que phénomène, et le fait qu'ils se produisent à des moments
très diérents de l'histoire osmologique font de e test roisé un exellent 'rible'
pour séletionner les modèles d'Univers. L'estimation de la densité baryonique
par les anisotropies du FRC repose sur la hauteur relative du deuxième et du
premier pis dans le spetre, et donne [89℄, d'après les mesures réentes de WMAP
ombinées aux mesures antérieures de CBI [90℄ et ACBAR [11℄ :
Ωbh
2 = 0.0224± 0.0009 , (6.1.6)
ou, de manière équivalente (dans la mesure ou la densité de photons est très bien
onnue) : η10 = η × 1010 = 6.14 ± 0.25. Une telle valeur du rapport baryon-
photon onduit à des abondanes pour les éléments légers dans le adre de la
nuléosynthèse standard ('est-à-dire ave trois familles de neutrinos légers, une
demi-vie du neutron de τn = 885.7±0.8 s, une gravitation dérite par la Relativité
Générale et un Univers homogène et isotrope) données par :
Yp = 0.2484
+0.0004
−0.0005
D/H = 2.75+0.24−0.19 × 10−5 (6.1.7)
7
Li/H = 3.82+0.73−0.60 × 10−10 .
D'autre part, les abondanes estimées par les observations sont :
Yp =
{
0.2391± 0.0020 ref. [91℄
0.2452± 0.0015 ref. [92℄
D/H = 2.78+0.44−0.38 × 10−5 ref. [93℄ (6.1.8)
7
Li/H =
{
1.23+0.68−0.32 × 10−10 ref. [94℄
2.19+0.46−0.38 × 10−10 ref. [95℄
Les deux estimations données pour l'
4
He proviennent d'observations de régions ex-
tragalatiques d'hydrogène ionisé pauvres en métaux ; l'estimation du deutérium
est réalisée à partir d'observations de nuages osmologiques distants intereptant
la ligne de visée de quasars à grand déalage vers le rouge ; enn, les estimations
de l'abondane de
7
Li ont été réalisées par l'observation d'étoiles du halo gala-
tique [94℄, et d'étoiles de l'amas globulaire NGC 6397 [95℄. La onfrontation de
es estimations observationnelles ave les résultats prédits par le sénario osmolo-
gique standard lorsque l'on suppose le rapport baryon-photon donné par WMAP
révèle un résultat surprenant : alors que les abondanes prédites et déduites de
l'observation onordent relativement bien dans les as de l'hélium et du deuté-
rium, on onstate une erreur relative importante sur l'abondane de
7
Li. Il n'est
pas exlu que ette diérene proviennent de problèmes dans les modèles de nu-
léosynthèse stellaire ou de struturation des étoiles, bien que le plateau de Spite
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[96℄ soit un fait observationnel assez robuste ; dans la suite, on supposera orretes
les valeurs déterminées observationnellement. Dans e as, le désaord persistant
entre l'abondane de
7
Li déduite des observations et elle prédite par le modèle
standard, par ailleurs si préis quant aux abondanes des autres éléments, a susité
nombre de tentatives de résolution. L'approhe la plus onservatrie, fondée sur
une prise en ompte des inertitudes sur les taux de réations nuléaires ne semble
pas susante [97℄. Il est alors loisible de onsidérer des modiations du modèle
standard de la osmologie : nuléosynthèse inhomogène [98℄ qui produit trop de
7
Li ; désintégration tardive de partiules modiant le rapport baryon-photon entre
la nuléosynthèse et le FRC qui permet de faire baisser l'abondane de
7
Li mais qui
modie trop l'abondane de D [99, 100, 101℄ ; enn, un dernier exemple, qui amène
à une résolution du problème, passe par l'introdution de 'Q-balls' permettant la
réation de baryons après la nuléosynthèse et une assymétrie leptonique avant
[102℄. Ii, nous allons voir que le remplaement de la Relativité Générale par une
théorie salaire-tenseur permet de rendre ompte de ette faible abondane de
7
Li
tout en onservant des valeurs standard pour les autres abondanes, 'est-à-dire en
onservant le rapport baryon-photon déduit des observations des utuations du
FRC, à ondition que le hamp salaire introduit ait une dynamique non triviale
durant l'ère dominée par la radiation.
Présentation du ode numérique de nuléosynthèse
Avant d'en venir à la résolution proprement dite du problème du
7
Li, il nous
faut introduire rapidement le ode numérique, rédigé en Fortran 77, qui permet
de déterminer les abondanes des éléments légers dans un modèle osmologique
donné
3
. Ce alul numérique omprend deux parties distintes : la détermination
de l'arrière-fond osmologique, puis le alul expliite des abondanes dans et
arrière-fond. Le alul du modèle osmologique est eetué grâe à un shéma
d'intégration de Runge-Kutta d'ordre 6 appliqué à deux équations : l'une pour
le fateur d'éhelle, l'autre pour le hamp salaire. De plus, ette intégration est
possible tant dans la représentation d'Einstein que dans elle de Dike-Jordan, et
soit dans le sens du temps osmique ('est-à-dire à partir de onditions initiales
jusqu'à aujourd'hui) soit dans le sens inverse ('est-à-dire à partir des onditions
aujourd'hui et en remontant le temps osmique). Une fois le modèle d'Univers
déterminé, on dispose en partiulier d'une valeur du taux d'expansion pour haque
valeur du fateur d'éhelle (ou, de façon équivalente, de la température), et on
peut alors aluler les proessus de nuléosynthèse primordiale se déroulant dans
e modèle osmologique partiulier, et les abondanes qui en résultent. Cei est
3
Je remerie Arturo Serna à qui revient la paternité de e ode, de m'avoir permis, grâe
à ses patientes expliations, de l'utiliser et d'adapter la partie permettant d'intégrer le modèle
osmologique.
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Fig. 6.1.1  Réseau de réations nuléaires utilisées dans le shéma de Beaudet-
Yahil permettant de aluler les abondanes primordiales des éléments légers.
réalisé grâe au réseau de réations présenté sur la gure 6.1.1, en utilisant un
shéma de Beaudet et Yahil [37℄. Les taux de réations utilisés sont eux des
référenes suivantes : [103, 104, 105℄.
Champ salaire sans potentiel
Pour ommener notre reherhe d'une solution au problème du
7
Li, il paraît
naturel d'étudier le as simple dont nous avons parlé i-dessus, d'un hamp salaire
sans potentiel. Nous avons vu que dans e as, si la vitesse initiale du hamp ϕ
′
i est
faible (en valeur absolue) devant
√
3, le hamp salaire peut être onsidéré omme
onstant durant toute la phase de nuléosynthèse primordiale. Alors, l'équation
(6.1.5) montre que la dynamique de l'Univers est équivalente à elle d'un modèle
fondé sur la Relativité Générale, ave une onstante de ouplage gravitationnelle
eetive donnée par :
Geff = GA
2(ϕi) . (6.1.9)
Or, Cyburt a déterminé la dépendane des abondanes des éléments légers en fon-
tion de la valeur d'un ouplage gravitationnel onstant, toutes les autres grandeurs
prenant leur valeur standard [106℄ :
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Fig. 6.1.2  Abondanes primordiales en fontion de Geff/G. Les régions grisées
orrespondent aux abondanes observées (6.1.8).
Yp = 0.2484
(
Geff
G
)0.35
(6.1.10)
D/H = 2.75
(
Geff
G
)0.95
10−5 (6.1.11)
3
He/H = 8.65
(
Geff
G
)0.34
10−6 (6.1.12)
7
Li/H = 3.82
(
Geff
G
)−0.72
10−10 (6.1.13)
.
La gure 6.1.2 montre es lois d'éhelle, sur lesquelles on a superposé les
ontraintes observationnelles (6.1.8). Il est lair qu'il n'existe auune valeur de
Geff/G qui permette d'expliquer simultanément toutes les abondanes observées :
une résolution du problème du
7
Li exige Geff/G > 1.8 alors que les abondanes de
D et
4
He forent une valeur de e rapport très prohe de 1. Ainsi, quelle que soit
la fontion de ouplage utilisée, tant que le hamp salaire n'a pas de potentiel et
que sa dérivée ϕ
′
est nulle (ou très faible) au début de la nuléosynthèse, on ne
peut pas résoudre le problème du
7
Li.
Cependant, si on lève l'hypothèse sur la dérivée initiale de ϕ, et que l'on s'au-
torise à onsidérer des théories telles que le hamp salaire puisse avoir une vitesse
très grande au début de l'Univers (ϕ
′
i ∼ ±
√
3, e qui orrespond à Ωϕ(ti) ∼ 1),
alors, il est possible de résoudre le problème du
7
Li. Cette stratégie est exposée
dans l'annexe de l'artile [107℄, joint à e mémoire dans l'appendie C. Dans la
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suite, nous allons ontinuer à supposer que le hamp salaire est dans un état
initial tel que ϕ
′
est faible devant
√
3, voire nulle.
Champ salaire ave potentiel
Dans le adre des onditions initiales exposées i-dessus, qui trouvent une jus-
tiation dans l'eet des proessus d'annihilation de paires partiule-antipartiule
à très haute énergie sur la dynamique du hamp salaire [87℄, une théorie salaire-
tenseur dont le hamp salaire ne possède pas d'auto-interation ne peut, nous
l'avons vu, expliquer la faible abondane de
7
Li observée. Cependant, la présene
d'un potentiel d'auto-interation modie onsidérablement le omportement du
hamp salaire, notamment durant l'ère dominée par la radiation. Peut-être avons-
nous là un moyen de réduire l'abondane du
7
Li sans aeter de façon notoire les
abondanes des autres éléments légers ? C'est l'objet des développements suivants
de montrer que 'est bien le as ; mais avant, il nous faut revenir sur le alul des
abondanes. Nous avons vu que la quasi-totalité des neutrons sont inorporés aux
noyaux d'
4
He au ours de la nuléosynthèse ; ainsi, l'abondane de l'
4
He est reliée
très simplement à la proportion de neutrons parmi les nuléons :
Yp ≃ 2(n/p)fr
1 + (n/p)fr
, (6.1.14)
où (n/p)fr représente le rapport du nombre de neutrons au nombre de protons
au moment où les interations faibles, n + νe ↔ p + e− et n + e+ ↔ p + ν¯e,
responsables de leur inter-onversion, essent d'être eaes et ne peuvent plus
maintenir l'équilibre entre les deux espèes de nuléons.
Alors, le rapport (n/p) se gèle à la valeur :
(n/p)fr = exp(−∆m/Tfr) , (6.1.15)
ave ∆m = mp−mn la diérene de masse entre protons et neutrons. Cette sortie
de l'équilibre se produit à une température Tfr prohe de 1 MeV, bien au-dessus
des températures auxquelles se produit la synthèse des éléments légers (entre 100
keV et 10 keV environ). Ainsi, l'abondane d'4He est déterminée, in ne, par des
proessus ayant lieu à des températures de l'ordre de 1 MeV. D'autre part, dans
le as du
7
Li, l'abondane dépend des proessus de la nuléosynthèse proprement
dite, à des températures plus basses, et dans une ertaine mesure, ette hiérar-
hie en énergie va nous permettre de traiter les deux phénomènes séparemment,
au moins au niveau de la disussion qualitative des résultats. Pour un rapport
baryons-photons η > 3× 10−10, omme 'est le as pour la valeur déduite des ob-
servations de WMAP (η×1010 = 6.14±0.25), le 7Li est prinipalement produit par
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la réation
3
He(α, γ)7Be suivie d'une apture életronique par le noyau de 7Be4.
Ainsi, l'abondane nale de
7
Li dépend à la fois de l'abondane d'hélium, et de l'ef-
aité de la réation i-dessus. Si l'on note Γ le taux de réation de 3He(α, γ)7Be,
l'eaité de ette dernière réation est donnée par Γ/H = (Γ/HGR)/ξ(T ), e
qui montre qu'une expansion de l'Univers plus rapide (respetivement plus lente)
qu'en Relativité Générale au moment de la synthèse du
7
Be onduit à une produ-
tion moins (respetivement plus) eae du
7
Li primordial. De fait, omme nous
l'avons vu i-dessus, la Relativité Générale permet de prédire une abondane d'
4
He
en bon aord ave les observations, et une autre théorie de la gravitation, si rien
d'autre n'est modié que la gravité, doit par onséquent onduire à ξ(T ) ∼ 1 pour
des températures prohes de 1 MeV. D'autre part, lorsque la température est de
l'ordre de la entaine de keV, alors que les réations responsables de la synthèse des
éléments légers se mettent à jouer, le 'speed-up fator' doit avoir rû signiative-
ment, an, omme expliqué préédemment, de réduire la produton de
7
Be. Enn,
la néessaire onvergene des théories salaire-tenseur vers la Relativité Générale,
imposée par les expérienes testant le prinipe d'équivalene dans le système so-
laire, implique que ξ doit déroitre à un ertain moment après la nuléosynthèse.
La solution osmologique au problème du
7
Li impliquant une simple modiation
de la gravité onduit don naturellement à onsidérer des théories salaire-tenseur
ave des ouplages tels que es théories onvergent vers la Relativité Générale sur
des éhelles de temps osmologiques, et onduisent à un 'speed-up fator' non mo-
notone ave un maximum loal. Ce 'speed-up fator' doit être légèrement inférieur
à 1 au moment du gel du rapport neutron/proton (T ∼ 1 MeV)de façon à pro-
duire un peu moins d'
4
He qu'en Relativité Générale (puisqu'il y en aura moins de
onsommé pour produire le
7
Li) ; puis il doit roître an de bloquer la prodution
du
7
Li (T ∼ 70 keV), avant de déroître et de se stabiliser au voisinage de 1.
Dans la suite, nous allons présenter une solution onrète au problème du
7
Li
en onsidérant des théories salaire-tenseur ave α(ϕ) = aϕ2 et V (ϕ) = Λ2ϕ2n. Le
ouplage quadratique présente l'avantage de permettre au 'speed-up fator' initial
d'être légèrement inférieur à 1. En eet, puisque nous avons restreint l'analyse
à des hamps salaires dont la dérivée initiale ϕ
′
est faible devant
√
3, le hamp
est quasiment gelé au début de la phase de nuléosynthèse primordiale, don,
ξ ∼ A(ϕi). On voit don que si le ouplage avait été linéaire, ξ ∼ exp(βϕ2/2) > 1,
alors qu'ave un ouplage quadratique, ξ ∼ exp(aϕ3/3) qui est inférieur à 1 pour
ϕ < 0. De plus, e ouplage quadratique déstabilisant le point ϕ = 0 qui orrespond
à la limite Relativité Générale, l'introdution d'un potentiel ayant la forme d'un
puits au voisinage de 0 permet de stabiliser la théorie. Cependant, il semble qu'un
potentiel quadratique ne puisse pas assurer la onvergene de la théorie vers la
4
Lorsque η < 3 × 10−10, la réation dominant la prodution de 7Li est en revanhe
4
He(3H, γ)7Li.
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Relativité Générale sur des temps omparables à l'âge de l'Univers (f hapitre
préédent) ; 'est pourquoi nous onsidérerons le as le plus simple qui permette
la onvergene, et que nous prendrons n = 2, soit V (ϕ) = Λϕ4.
Les gures 6.1.3 et 6.1.4 montrent les omportements respetifs du hamp sa-
laire ϕ et du 'speed-up fator' pour un modèle partiulier résolvant le problème
du
7
Li, aratérisé par a = 1, Λ = 0.3 s−1, et , une valeur initiale du hamp à
ϕinit = −1.3. On voit que le 'speed-up fator' a le omportement attendu. Numéri-
quement, les modèles ave −1.5 < ϕinit < −0.9 résolvent le problème du 7Li pour
des valeurs de a et Λ qui sont peu ontraintes. En eet, la seule exigene porte
sur Λ qui ne doit pas être trop petit an que le méanisme d'attration vers la
Relativité Générale se produise au ours de la nuléosynthèse, à une température
entre 10 MeV et 1 MeV. En se reportant à l'équation (5.0.1) pour wb = 1/3 et
une ourbure nulle, on voit que l'équation d'évolution du hamp ϕ au ours de la
nuléosynthèse s'érit :
2(1 + η)
3− ϕ′2 ϕ
′′
+ 2(
1
3
+ η)ϕ
′
= − 1
4πGρ
dV
dϕ
. (6.1.16)
En forçant l'analogie, on peut dire que 'est l'équation d'un osillateur amorti de
masse variable meff = 2(1 + η)/(3− ϕ′2), de frition variable feff = 2(1/3 + η) et
de potentiel eetif :
Veff(λ, ϕ) =
1
4πGρ
V (ϕ) . (6.1.17)
Ce potentiel devient de plus en plus raide au fur et à mesure de l'expansion, ar
1/ρ(λ) est une fontion roissante de λ. On peut don penser que, pour |ϕ| ∼ 1
le potentiel se met à jouer un rle et à tirer le hamp vers son minimum (en 0)
dès que Λ2 ∼ Gρ(λ) ; ave ρ ∝ (T/T0)4, et T entre 10 MeV et 1 MeV, ela onduit
à : 0.1 s−1 < Λ < 6 s−1. La gure 6.1.5 représente en grisé dans le plan (a,Λ) les
modèles qui permettent d'obtenir des abondanes en aord ave les abondanes
observées pour ϕinit = −1.3.
Pour le modèle type orrespondant aux gures 6.1.3 et 6.1.4, nous avons traé
l'évolution du rapport n/p et de l'abondane umulée des éléments de numéro
atomique 7 ('est-à-dire
7
Be et
7
Li) respetivement sur les gures 6.1.5 et 6.1.6. Sur
la première, on voit que le rapport n/p s'éarte de sa valeur à l'équilibre légèrement
plus tard qu'en Relativité Générale, laissant une fration de neutrons disponible
pour la nuléosynthèse légèrement inférieure, en aord ave le méanisme expliité
i-dessus.
Signalons enn qu'il est possible d'obtenir une bonne approximation de la sous-
prodution de
7
Li dans un modèle salaire-tenseur du type de eux présentés dans
ette setion. En eet, la réation
3
He(α, γ)7Be est la prinipale responsable de
la réation du
7
Be (qui devient ensuite du
7
Li par apture életronique) durant
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10−9 10−6 10−3 1
Fig. 6.1.3  Comportement du hamp salaire ϕ en fontion de la température
pour le modèle type ave a = 1 et Λ = 0.3 s−1.
0,5
1
1,5
2
T (MeV)
ξ
10−9 10−6 10−3 1
Fig. 6.1.4  Speed-up fator en fontion de la température pour le modèle type
ave a = 1 et Λ = 0.3 s−1.
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Fig. 6.1.5  Contraintes dans le plan (a,Λ).
n/p
T(MeV)
n/p
0.01 0.1 1.0 10.0
0.0
0.1
0.2
0.3
0.4
0.5
0.6
0.7
Fig. 6.1.6  Evolution du rapport n/p en fontion de la température. La ourbe
en pointillés représente ette évolution en Relativité Générale, elle en trait plein
dans le même modèle que pour les gures 6.1.3 et 6.1.4, et la ourbe alternant
pointillés et points la valeur du rapport à l'équilibre thermodynamique.
106 CHAPITRE 6. EFFETS COSMOLOGIQUES
T (MeV)
(Be7/H+Li7/H)*10^10
0.001 0.010 0.1 1.000
0
5
10
15
20
25
30
35
Fig. 6.1.7  Evolution de l'abondane
7
Be+7Li en fontion de la température en
Relativité Générale (ourbe pointillée) et dans le modèle orrespondant aux gures
6.1.3 et 6.1.4 (ourbe en trait plein).
la nuléosynthèse primordiale. Aussi, en négligeant la destrution du
7
Be par la
réation
7
Be(n,p)
7
Li, qui est ineae à ause de la faible abondane de neutrons,
l'abondane nale de
7
Be peut être estimée grossièrement, à partir de l'équation
de la réation :
dYBe7
dT
=
Γ
TH
YHe3YHe4 , (6.1.18)
où Yi représente l'abondane de l'espèe nuléaire i. En passant aux petites varia-
tions, ette équation donne
∆YBe7 =
Γ
H
YHe3YHe4∆ lnT . (6.1.19)
La gure 6.1.7 montre que les abondanes de
7
Be+
7
Li dièrent signiativement
entre la Relativité Générale et le modèle onsidéré uniquement à des températures
omprises entre 0.06 MeV et 0.03 MeV. Cet intervalle de température est don
susamment petit pour que l'on puisse appliquer la formule (6.1.19) et estimer la
prodution de
7
Be entre le début et la n de la nuléosynthèse ; on trouve
5
:
∆YBe7
∆Y GRBe7
∼ ξ−1YHe3YHe4
Y GRHe3Y
GR
He4
, (6.1.20)
puisque le speed-up fator reste quasiment onstant à la valeur 1.16 dans l'inter-
valle de température onsidéré (f gure 6.1.4). De plus, les abondanes d'
3
He et
5
Les grandeurs portant l'exposant GR représentent es grandeurs en osmologie standard.
6.2. CMB ET STRUCTURES 107
d'
4
He restent également onstantes dans ette plage de température, ave YHe3 ∼
Y GRHe3 et YHe4 ∼ Y GRHe4 ('est une des onditions pour résoudre le problème du 7Li
sans touher aux autres abondanes). Alors, si l'on onsidère que tout le
7
Be est
transformé en
7
Li par apture életronique (don l'abondane nale YLi7 est égale
à la prodution totale de
7
Be donnée par ∆YBe7), la relation (6.1.20) onduit à :
YLi7 ∼ 0.8Y GRLi7 . (6.1.21)
Cette évaluation est en bon aord ave le résultat obtenu numériquement par
l'intégration de tout le réseau de réations nuléaires : YLi7 ∼ 0.74Y GRLi7 .
6.2 Fond de rayonnement osmologique et forma-
tion des strutures
Dans ette setion, nous allons dérire les prinipales aratéristiques de l'évo-
lution des perturbations en théorie salaire-tenseur, avant de revenir sur les modi-
ations introduites par les théories qui résolvent le problème du
7
Li.
6.2.1 Evolution des perturbations
On trouvera une étude détaillée du problème des perturbations en osmologie
dans [108℄ ; ii, à des ns illustratives, nous nous restreignons à l'étude des pertur-
bations salaires de la métrique dans la jauge longitudinale. La métrique dans la
représentaton de Dike-Jordan s'érit :
d˜s
2
= −(1 + 2φ(t˜, ~x))d˜t2 + a˜2(t˜)(1− 2ψ(t˜, ~x))dl2 , (6.2.1)
où φ et ψ sont des fontions à valeurs réelles telles que |φ| ≪ 1 et |ψ| ≪ 1. Dans
la représentation d'Einstein la métrique prend alors la forme suivante :
ds2 = −(1 + 2φ(t˜(t), ~x))dt2 + a2(t)(1− 2ψ(t˜(t), ~x))dl2 . (6.2.2)
Ainsi, les perturbations de la métrique ne sont pas aetées par la transformation
onforme, et sont les mêmes dans les deux représentations. De même, si l'on dé-
ompose la densité d'énergie et la pression du uide osmologique en une partie
homogène et une perturbation :
ρ(t, ~x) = ρ¯(t) + δρ(t, ~x) , p(t, ~x) = p¯(t) + δp(t, ~x) , (6.2.3)
ave |δρ| ≪ ρ¯ et |δp| ≪ p¯, le ontraste de densité δ(t, ~x) ≡ δρ/ρ n'est pas af-
feté par la transformation onforme : δ˜ = δ. On peut don faire l'ensemble des
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aluls dans la représentation d'Einstein, représentation qui permet de simplier
onsidérablement les aluls, puisque les équations d'Einstein gardent leur forme
habituelle. Dans la suite, on se plae dans le as d'une ourbure nulle : k = 0.
En utilisant le système (4.2.5)-(4.2.7), érit pour la métrique (6.2.2) et la matière
(6.2.3), puis en séparant les ordres 0 et 1 du développement perturbatif, on obtient
les équations (4.3.3)-(4.3.6) à l'ordre 0, dérivant le fond homogène et isotrope, et
à l'ordre 1, les équations dérivant les perturbations salaires :
φ = ψ (6.2.4)
−3H¯
(
H¯ψ + ψ˙
)
+ a¯−2∆ψ = 4πGδρ+ ˙¯ϕδϕ+
dV
dϕ¯
(ϕ¯)δϕ (6.2.5)(
H¯ψ + ψ˙
)
,i
= 4πG(ρ¯+ p¯)vi + ˙¯ϕδϕ,i (6.2.6)(
2
¨¯a
a¯
+ H¯2
)
ψ + 4H¯ψ˙ + ψ¨ = 4πGδp+ ˙¯ϕ ˙δϕ− dV
dϕ
(ϕ¯)δϕ (6.2.7)
δ¨ϕ+ 3H¯ ˙δϕ− a¯−2∆δϕ = −4πG(δρ− 3δp)α(ϕ¯)− d
2V
dϕ2
(ϕ¯)δϕ
−4πG(ρ¯− 3p¯)dα
dϕ
(ϕ¯)δϕ+ 2 ˙¯ϕ(2ψ˙ − 3H¯ψ)
−(8πG(ρ¯− 3p¯+ 2dV
dϕ¯
)ψ + 2 ˙¯ϕ(2ψ˙ − 3H¯ψ)
−
(
8πG( ¯ρ− 3p¯)α(ϕ¯) + 2dV
dϕ
(ϕ¯)
)
ψ (6.2.8)
δ˙ρ+ (ρ¯+ p¯)a¯−1vi,i + 3H¯(δρ+ δp) = 3ψ˙(ρ¯+ p¯) + α(ϕ¯)(δρ− 3δp) ˙¯ϕ+ dα
dϕ
(ϕ¯)(ρ¯− 3p¯) ˙¯ϕδϕ
+α(ϕ¯)(ρ¯− 3p¯) ˙δϕ (6.2.9)
∂t ((ρ¯+ p¯)vi) + 4H¯(ρ¯+ p¯)vi = −a¯−1δp,i − a¯−1(ρ¯+ p¯)ψ,i
−α(ϕ¯)(ρ¯− 3p¯) ¯a−1δϕ,i . (6.2.10)
Les quantités surmontées d'une barre sont les valeurs prises par la solution de fond
homogène (ordre 0), ∆ est l'opérateur laplaien assoié aux oordonnées spatiales,
et vi est la vitesse partiulière des éléments de uide ('est-à-dire la omposante
de leur vitesse qui ne se réduit pas au ot de Hubble).
Si l'on se restreint à un uide osmologique de poussière, an d'étudier le
omportement des perturbations au ours de l'ère dominée par la matière, on a :
p¯ = 0, et δp/δρ = 0 ('est-à-dire que la vitesse du son est nulle). De plus, pour les
perturbations à des éhelles plus petites que la taille de l'horizon, on peut négliger
les dérivées temporelles du potentiel ψ par rapport à ses dérivées spatiales. En
eet, dans l'espae de Fourier, le laplaien de ψ donne un terme en k2ψ, don pour
k ≫ H¯, on peut toujours négliger les termes en H¯ψ˙ (et H¯2ψ) par rapport au terme
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en ∆ψ. De même, le hamp salaire envisagé ii jouant un rle osmologique, sa
masse d2V/dϕ¯ est supposée petite devant les éhelles onsidérées. On obtient alors
l'analogue d'une équation de Poisson :
a¯−2∆ψ = 4πG(δρ+ δρϕ) , (6.2.11)
où on a noté 4πGδρϕ ≡ ( ˙¯ϕ + dV (ϕ¯)/dϕ¯)δϕ. De plus, le ontraste de densité
δ = δρ/ρ¯, sous les mêmes hypothèses, obéit à l'équation :
δ¨ + (2H¯ + α(ϕ¯) ˙¯ϕ)δ˙ − 4πGρ¯δ = 0 , (6.2.12)
et les utuations du hamp salaires vérient :
a¯−2∆δϕ = 4πGρ¯α(ϕ¯)δ . (6.2.13)
L'équation (6.2.13) montre qu'en présene d'un ouplage non-minimal α(ϕ¯) pas
trop faible, les utuations du hamp salaire sur les petites éhelles suivent elles
du hamp de matière, si bien que, ontrairement au as minimalement ouplé, on
ne peut pas a priori négliger les utuations du hamp salaire (sauf si le ouplage
est faible durant l'ère dominée par la matière). On voit don que, dans le régime de
roissane linéaire des perturbations, le hamp salaire a plusieurs eets distints :
 Sa omposante homogène ϕ¯ intervient dans l'énergie totale et aete don le
taux d'expansion H¯ ;
 Cette même omposante homogène intervient par une modiation de la
gravité, qui est plus apparente dans la représentation de Dike-Jordan, où
l'équation (6.2.11) se réérit : a˜−2∆ψ = 4πGA2(ϕ¯)ρ˜(δ˜ + δρϕ). Le ouplage
gravitationnel GA2(ϕ¯) varie don ave ϕ¯ au ours du temps. Dans la repré-
sentation d'Einstein, ela apparaît sur le seond terme du membre de gauhe
de l'équation (6.2.12), par l'intermédiaire du terme en α(ϕ¯) ˙¯ϕδ˙.
 Ses utuations sur les mêmes éhelles que elles de la matière ne peuvent
pas a priori être négligée, et ontribuent au bilan énergétique dans l'équation
de Poisson (6.2.11). C'est un eet important du ouplage expliite entre le
hamp salaire et la matière.
Par onséquent, la présene du ouplage α(ϕ), si elle n'est pas dynamiquement
supprimée avant l'ère dominée par la matière, doit laisser une empreinte sur la
formation des strutures, et un ode numérique de formation des strutures doit
prendre en ompte pleinement les diérents eets.
6.2.2 Solution au problème du
7
Li et onséquenes durant
l'ère de matière
Dans la suite, on se bornera à étudier l'eet sur la formation des strutures de
hamps salaires du type de eux étudiés dans la setion préédente, qui permettent
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de résoudre le problème du
7
Li, et pour les estimations numériques, nous nous
onentrerons plus partiulièrement sur l'exemple du modèle déni par :
α(ϕ) = ϕ2 (6.2.14)
V (ϕ) = 0.32ϕ4 . (6.2.15)
A la n de la nuléosynthèse, e modèle vérie α(ϕ) < 10−5 et A(ϕ) ∼ 1, si
bien que la onstante de gravitation n'est quasiment plus aetée par le hamp
salaire, et prend sa valeur newtonienne : on peut onsidérer que dès la n de
la nuléosynthèse, la théorie a onvergé vers la Relativité Générale. Cependant,
le taux d'expansion au sortir de la nuléosynthèse n'est pas stritement égal au
taux d'expansion en Relativité Générale en présene d'un uide de poussière et
d'un uide relativiste. Cela apparaît sur la gure 6.1.4 où l'on voit que le speed-
up fator osille autour de la valeur 1.16 jusqu'à la n de l'ère dominée par la
radiation, avant de onverger vers 1 au début de l'ère dominée par la matière. Aussi,
on peut s'attendre à e que la présene d'une omposante énergétique additionnelle
venant du hamp salaire, puisqu'elle modie le taux d'expansion, modie des
observables telles que le spetre des utuations de la matière, et le spetre des
utuations du fond de rayonnement osmologique. Insistons enore sur le fait que
es modiations sont d'une nature diérente de elles qui ont été étudiées dans
un ensemble de travaux sur les théories salaire-tenseur [109, 63, 110, 111, 112℄.
En eet, dans es artiles, la densité d'énergie du hamp salaire est toujours
négligeable aux époques onsidérées, et e sont les eets de modiation de la
gravité (en fait essentiellement la variation du ouplage gravitationnel eetif) qui
font l'objet d'une étude. Dans notre as, la modiation de la gravité a joué un
rle ruial au ours de la nuléosynthèse, mais par la suite, omme nous l'avons
remarqué i-dessus, elle est négligeable et 'est la densité d'énergie résiduelle du
hamp qui est la soure des modiations des propriétés de la struturation de
la matière. Le taux d'expansion reste notablement modié jusqu'au tout début de
l'ère dominée par la matière. Or, il existe dans le spetre de puissane de la matière
une éhelle aratéristique assoiée à la transition entre les ères dominées par la
radiation et la matière : ette éhelle, notée kT , orrespond à la taille de l'horizon
au moment de l'égalité entre les densités de la matière et de radiation, 'est-à-dire
à H−1(zeq) [113℄. Elle sépare les éhelles qui sont entrées dans l'horizon pendant
l'ère dominée par la radiation (k > kT ) de elles qui y sont entrées pendant l'ère
dominée par la matière (k < kT ). Le déalage entre la valeur de ette éhelle en
Relativité Générale et sa valeur dans le modèle qui nous intéresse est don donné
par [63℄ :
δkT
kT
= −
(
δH−1
H−1
)
eq
. (6.2.16)
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Si l'on introduit la valeur du speed-up fator au moment de l'égalité matière-
rayonnement, ξeq, on peut érire (6.2.16) sous la forme :
δkT
kT
= ξeq − 1 . (6.2.17)
Or, pour le modèle déni par (6.2.14)-(6.2.15), on trouve que ξeq ∼ 1.075, don :
δkT
kT
∼ 7.5% . (6.2.18)
Ce petit déalage est entièrement ompatible ave les inertitudes atuelles sur les
données onernant le spetre de puissane [114℄. La position du premier pi aous-
tique dans le spetre des utuations du fond de rayonnement osmologique est
une autre observable aetée par une modiation du taux d'expansion au début
de l'ère dominée par la matière. En eet, les osillations aoustiques se produisent
à une éhelle angulaire proportionnelle à la taille de l'horizon au moment du dé-
ouplage et inversement proportionnelle à la distane omobile entre l'observateur
et la surfae de dernière diusion. En fontion du temps onforme :
τ =
∫ t
0
dt
a(t)
, (6.2.19)
le moment multipolaire assoié au premier pi aoustique est donné par :
lp ∝ τ0 − τdec
τdec
, (6.2.20)
où τ0 est le temps onforme de l'observateur (don orrespondant à t = t0), et τdec
elui du déouplage. Le déalage entre la valeur prédite en Relativité Générale et
elle obtenue à partir du modèle (6.2.14)-(6.2.15) peut être alulé numériquement,
le taux d'expansion H0 étant identique dans les deux modèles :
δlp
lp
=
lp − lGRp
lGRp
∼ 8% . (6.2.21)
C'est un déalage important ompte tenu de la grande préision des données sur la
position du premier pi [115℄. Cependant, il faut noter que la valeur de lp dépend
fortement de la valeur de H0, qui a été onservée identique dans les deux modèles
an de aratériser simplement le déalage introduit par la théorie salaire-tenseur.
Aussi, en utilisant un taux d'expansion atuel diérent dans les deux modèles, tout
en restant dans les bornes onnues pour sa valeur, on peut réduire e déalage
jusqu'à e qu'il soit inférieur à 1%, et don aeptable. Une meilleure onnaissane
de H0 permettrait en revanhe de lever ette dégénéresene. Pour onlure, on
s'attend également à e que les modèles résolvant le problème du
7
Li donnent lieu
à d'autres distortions, à plus petites éhelles, dans le spetre des utuations du
fond de rayonnement, étant donné que le taux d'expansion est diérent de elui
obtenu en Relativité Générale durant toute l'ère dominée par la radiation.
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Troisième partie
Le prinipe osmologique revisité
113
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[...℄ Dans la vie, il est deux simpliités qui tranhent l'une sur l'autre :
e qui est simple d'avane, et e qui ne l'est qu'après oup, ne sont pas simples de
la même façon. Ce qui est simple d'avane, quoi que e puisse être, l'est le plus
souvent par manque de ontenu et de forme, 'est don aussi un peu simplet, ou
mal observé. Mais e qui devient simple, qu'il s'agisse d'une idée, d'une man÷uvre
ou de la volonté, partiipe et détient en soi quelque hose de la puissane de la
vérité et du pouvoir qui maîtrise la onfusion du divers.
R. Musil, L'homme sans qualités, fragments posthumes, 1943.
Les suès du modèle standard en font ertainement un modèle de référene ex-
traordinairement préditif. Cependant, ertains problèmes entahent e suès, le
plus important à e jour étant la nature inonnue et troublante, dans ses manifes-
tations, du phénomène d'énergie sombre. Le modèle standard repose, nous l'avons
vu, sur une hypothèse de nature plus philosophique que physique : le prinipe os-
mologique strit. Dans ette partie, nous nous proposons de montrer qu'il existe
d'autres manières de faire de la osmologie, peu développées jusqu'à présent, en
partie en raison du suès du modèle standard de onordane, et en partie à ause
de diultés tant théoriques qu'observationnelles. Dans le hapitre qui suit, nous
présenterons diérentes approhes possibles pour étudier la osmologie : après une
mise en perspetive du modèle standard, nous disuterons l'approhe observation-
nelle, puis la onstrution de modèles homogènes diérents du modèle standard
6
.
Ce dernier angle d'attaque, fondé sur une version faible du prinipe osmologique,
oupera la suite de ette partie. Dans le deuxième hapitre, nous aborderons
les bases d'une méthode inspirée des méthodes de renormalisation bien onnues
en théorie statistique des hamps. Le dernier hapitre, enn, sera onsaré à une
méthode moins omplète et satisfaisante, mais plus simple, qui nous permettra de
présenter un modèle osmologique eetif homogène alternatif au modèle standard.
6
On trouvera une présentation très omplète de es diérentes approhes de la osmologie
dans [116℄.
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Chapitre 7
Constrution d'un modèle
osmologique
7.1 Retour sur le modèle standard
Nous avons dérit dans la première partie omment était onstruit le modèle
standard de la osmologie. Il repose sur une hypothèse ab initio sur la struture
géométrique de l'espae-temps. Celui-i est hoisi tel que les hypersurfaes de genre
espae sont maximalement symétriques. L'Univers dérit dans e adre est alors
parfaitement homogène et isotrope spatialement : auun point spatial ne peut être
diérenié d'un autre. Cependant, la présene des strutures indique lairement
que les potentiels gravitationnels, don la métrique de l'espae-temps, sont inho-
mogènes. Dans le modèle standard, on dérit e fait en déomposant la métrique
suivant un fond et des perturbations à e fond :
gµν = g¯µν + δgµν ave ‖δgµν‖ ≪ ‖g¯µν‖ , (7.1.1)
où g¯µν est la métrique de Friedmann-Lemaître-Robertson-Walker (2.1.8). Pour
l'érire plus orretement, on onsidère la variété réelle (M, gµν , x
µ), et une variété
de Friedmann-Lemaître-Robertson-Walker (F, g¯µν , y
µ) telle qu'il existe une appli-
ation Φ de M dans F générant l'appliation C1-diéomorphe φ de TpM dans
TΦ(p)F ave : ∀x ∈ TpM, ∃!y ∈ TΦ(p)F , φ(x) = y. Alors, on dénit la perturbation
au fond homogène et isotrope par :
δg(y) ≡ g(φ−1(y))− g¯(y) , (7.1.2)
d'où :
δgµν(y) = g¯αβ(y)
∂[φ(x)]α
∂xµ
(y)
∂[φ(x)]β
∂xν
(y)− g¯µν(y) . (7.1.3)
C'est don un tenseur de rang deux déni sur la variété homogène et isotrope
(F, g¯µν). Puis, on érit les équations de la dynamique pour les hamps de matière
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et la métrique gµν , et l'on sépare les ordres, en onsidérant que la déomposition
(7.1.1) donne lieu à un développement perturbatif. Ainsi, la dynamique de l'Uni-
vers est dérite par un modèle de Friedmann orrespondant à l'ordre 0 de la série de
perturbations, l'ordre 1 donnant la solution linéaire pour la formation des stru-
tures au sein de l'Univers dérit par l'ordre 0. L'avantage remarquable de ette
méthode perturbative, 'est que l'évolution de l'univers aux grandes éhelles et la
formation des strutures par eondrement gravitationnel dépendent du même jeu
de paramètres, qui sont eux du modèle homogène à l'ordre 0 dérivant la dyna-
mique aux grandes éhelles. Les paramètres additionnels spéiques aux strutures
se réduisent soit à des onditions initiales (la forme et l'amplitude du spetre de
utuations primordiales), soit à la normalisation des utuations. Le prinipe de
la démarhe standard est don une sorte de dérivation à partir des prinipes :
 Dénition d'un modèle théorique de la géométrie de l'Univers fondé sur le
prinipe osmologique fort ;
 Etude des propriétés dynamiques de e modèle et dérivation des observables ;
 Détermination des paramètres du modèle par une omparaison (statistique)
des observables ave l'Univers observé. Cette dernière étape, et son suès,
est e qui vaut le qualiatif de modèle de onordane à ette approhe
standard.
7.2 Cosmologie Observationnelle
Il existe une façon assez diérente d'envisager la osmologie, qui ne repose
sur auun prinipe extra-physique préalable. Il s'agit, en supposant uniquement la
validité d'une théorie de la gravitation donnée (par exemple la Relativité Géné-
rale), de tenter de reonstruire la struture géométrique de l'espae-temps à partir
des observations astrophysiques. Les bases de ette approhe, appelée osmologie
observationnelle, ont été données par Kristian et Sahs [117℄ à partir du travail
de MCrea [118℄. Elle repose sur une proédure symétrique de elle du modèle
standard :
 A partir des observations, on détermine la géométrie à l'intérieur et sur notre
ne de lumière passé ;
 Puis, à l'aide des équations d'Einstein, on détermine omment e ne de
lumière s'insère dans l'espae-temps ;
 Enn, en intégrant les équations d'Einstein, on détermine la géométrie de
l'espae-temps et la distribution de matière dans l'ensemble de l'espae-
temps.
Ce programme est réalisé en introduisant des oordonnées dites observationnelles
(w, v, θ, ϕ), w étant une oordonnée de genre lumière équivalente à un temps, θ et ϕ
des angles sur le iel, et v un paramètre ane mesurant la distane le long du ne
7.3. COSMOLOGIE LISSÉE 119
de lumière passé. Alors, pour des observations idéales, on peut montrer (f [116,
119℄ et les référenes itées dans es artiles) que la métrique et la distribution de
matière peuvent être omplètement déterminées à partir de quantités observables
sur notre ne de lumière passé :
 la taille angulaire des soures dont on onnaît par ailleurs la taille réelle ;
 le hamp de vitesse et le déalage vers le rouge des objets ;
 le nombre de soures par unité de volume, onnaissant par ailleurs la relation
masse/luminosité.
Une fois la géométrie et la distribution de matière déterminées de ette façon, on
peut tester le modèle en omparant ses préditions à d'autres observations, omme
le spetre des anisotropies du fond de rayonnement osmologique ou l'abondane
des éléments légers. Hélas, bien que e programme puisse être mené à son terme
en prinipe, les observations réelles dont nous disposons sont imparfaites et par-
ellaires, e qui limite la possibilité de ette reonstrution ex nihilo (ou presque).
Par exemple, la détermination des hamps de vitesse n'est pas possible ave une
préision susante dès que l'on s'éloigne trop de l'observateur le long du ne de
lumière ; de même, le fait que les soures observées soient isolées pose un sérieux
problème de reonstrution de grandeurs ontinues telles que la métrique. Ces li-
mitations, et d'autres enore, entraînent don la néessité d'une approhe moins
ambitieuse, e qui revient en général à admettre tout de même quelques prinipes
pour onstruire un modèle osmologique.
7.3 Cosmologie lissée
Le modèle standard est séduisant par sa simpliité et sa apaité à mettre en
onordane des observations variées à l'aide d'un petit nombre de paramètres. Le
programme de osmologie observationnelle, quant à lui, est satisfaisant ar il n'est
fondé sur auune hypothèse forte et invériable, mais repose au ontraire sur une
démarhe très "humble" et onstrutiviste onsistant à déduire les symétries de la
nature de l'observation. Les avantages de haune de es deux méthodes sont les
inonvénients de l'autre : le modèle standard repose sur le prinipe osmologique
strit, hypothèse très forte, et se ontente d'un ajustement paramétrique aux ob-
servations sans expliation de la nature de ertaines de ses omposantes (omme
l'énergie sombre par exemple) ; le programme de la osmologie observationnelle,
aussi bien posé soit-il, paraît très diile à mener à son terme, à ause de l'imper-
fetion des observations astrophysiques. Il peut don être intéressant de herher
un moyen terme entre es approhes. C'est e que nous allons tenter à l'aide d'un
prinipe osmologique faible. Rappelons que les observations de l'Univers dans les
diérentes longueurs d'ondes életromagnétiques favorisent l'existene d'une lon-
gueur aratéristique LH au delà de laquelle la distribution de matière apparaît
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homogène et isotrope. Une desription de l'Univers sur des éhelles plus grandes
que ette longueur aratéristique d'homogénéité peut don être faite dans le adre
d'un modèle homogène de la dynamique. Par onséquent, la formulation la plus
faible que l'on puisse imaginer d'un prinipe osmologique est la suivante :
Prinipe osmologique faible :
L'univers peut être onvenablement dérit par un modèle spatialement homogène à
des éhelles supérieures à son éhelle d'homogénéité LH .
Le modèle standard étant homogène à toutes les éhelles satisfait naturellement e
prinipe osmologique faible. Par ailleurs, tout modèle spatialement inhomogène
dont la distribution de matière lissée sur une éhelle supérieure à LH apparaît
homogène le satisfait également. Il reste à préiser une proédure de lissage an
de pouvoir omparer pratiquement des régions de l'Univers d'une taille donnée L
et de pouvoir ainsi déterminer l'existene (ou non) d'une longueur d'homogénéité
LH . Le lissage est un proessus non trivial en Relativité Générale, et les deux
prohains hapitres seront onsarés à l'étude de ette question. Cependant, on
peut d'ores et déjà présenter le programme d'une osmologie fondée sur le prinipe
osmologique faible. Dans e adre, il n'est pas nééssaire de supposer quoi que e
soit sur la métrique ; en partiulier, auune hypothèse de symétrie n'est exigée a
priori. La seule hypothèse est la validité de la Relativité Générale sur une éhelle
élémentaire mirosopique. La Relativité Générale étant testée à l'éhelle du sys-
tème solaire, il faudrait en toute rigueur prendre ette éhelle omme élémentaire.
Mais, pour la osmologie, ela onstitue ertainement un ranement superu, et
l'on onsidère en général qu'une bonne éhelle élémentaire est elle des galaxies
(de l'ordre de quelques dizaines de kp) ou des amas de galaxies (de l'ordre de
10 Mp), sur laquelle on suppose don la théorie de la gravitation onnue. Une
fois une proédure de lissage expliitée, on onstruit un modèle eetif homogène
en lissant à la fois la distribution de matière et la géométrie. Ce dernier point est
essentiel, et 'est la soure des prinipales diultés que nous allons aborder, mais
aussi des phénomènes majeurs qui diérenient ette approhe du modèle stan-
dard. En eet, admettons l'existene d'une proédure de lissage 〈·〉, et supposons
que l'Univers est dérit à l'éhelle fondamentale (indiqué par l'indie 0) par les
équations d'Eintein :
G(0)µν [gµν ] = 8πGT
(0)
µν . (7.3.1)
Alors, on peut dénir un tenseur énergie-impulsion lissé 〈Tµν〉, et une métrique
lissée 〈gµν〉 ; mais, à ause de la non-linéarité des équations d'Einstein, il n'y a
auune raison pour que la métrique 〈gµν〉 obéisse aux équations d'Einstein pour la
matière lissée [116℄ :
Gµν [〈gµν〉] 6= 〈Tµν〉 . (7.3.2)
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Le modèle standard peut être vu omme l'approximation onsistant à négliger la
diérene (7.3.2) de manière abrupte et sans préaution. Il vaut don la peine de
s'interroger sur ette approximation en ommençant par ne pas négliger les termes
supplémentaires qui peuvent apparaître dans les équations en raison du lissage.
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Chapitre 8
Une approhe par le groupe de
renormalisation
An de préiser la disussion initiée à la n du hapitre préédent, nous al-
lons maintenant tenter de larier la notion de lissage habituellement impliite en
osmologie. Pour e faire, nous serons guidés par la méthode de oarse-graining
qui est au oeur de la renormalisation dans l'espae réel en théorie statistique
des hamps
1
. Les développements qui vont suivre sont tirés de ma leture des
artiles de Mauro Carfora, Thomas Buhert et Kamilla Piotrkowska, qui, à ma
onnaissane, sont les seuls traitements ohérents et lairs de e genre de problème
[122, 123, 124, 125, 126℄. Je me bornerai à en donner les prinipaux résultats et à
les ommenter, sans détailler les preuves. La première étape de e programme est
la dénition d'analogues pour le réseau et les blos usuels de la renormalisation.
8.1 Lissage
On se plae dans le adre de la formulation 3+1 de la Relativité Générale
(f Annexe B) : l'espae-temps est don feuilleté par une famille (Σt)t∈R d'hyper-
surfaes spatiales. Conentrons-nous sur l'une de ses hypersurfaes, notée Σ pour
alléger les notations. Σ est alors une variété diérentielle riemannienne de dimen-
sion 3. De plus, nous supposerons, an de pouvoir reouvrir une telle variété par
une famille nie de boules métriques, que Σ est ompate et sans bord. Alors, il est
possible de montrer que, pour une distane d dénie sur Σ (le long des géodésiques
de Σ), et pour un réel ǫ positif, on peut toujours trouver un ensemble ni de N
points de Σ, (pi)i∈{1,2,..,N} tel que, si l'on dénit la boule géodésique (ou métrique)
1
Pour une introdution aux méthodes du groupe de renormalisation, on pourra se reporter à
[120℄ et [121℄.
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ouverte entrée en pi et de rayon ǫ par :
B(pi, ǫ) ≡ {x ∈ Σ, d(pi, x) < ǫ} , (8.1.1)
on a :
∀x ∈ Σ, ∃i ∈ 1, 2, ..., N, x ∈ B(pi, ǫ) . (8.1.2)
A une éhelle ǫ donnée, on peut don reouvrir Σ ave un nombre ni de boules
du type (8.1.1). L'ensemble des boules (B(pi, ǫ))i∈{1,2,...,N} fournit alors un modèle
disret de la variété initiale Σ si l'on identie tous les points à l'intérieur d'une
boule B(pi, ǫ) au point pi. Pour dénir les variables de blo et préiser e réseau,
introduisons une suite d'éhelles (ǫn)n∈N telle que l'éhelle initiale est donnée par ǫ0
et les autres par : ǫn = (n+1)ǫ0. Ainsi, losque n augmente, on perd en ranement
de notre réseau. Les variables de blo assoiées peuvent alors être dénies, pour
une grandeur salaire f donnée par :
ψn(i, f) ≡
∫
B(pi,ǫn)
fdµg , (8.1.3)
où µg est la mesure riemannienne assoiée à la métrique g de Σ. Les valeurs de i
indiquent à quel point du réseau est reliée la variable de blo ψn(i, f). Ces variables
représentent bien des variables de blo au sens de la renormalisation puisqu'elles
suppriment toutes les utuations du hamp f à des éhelles inférieures à ǫn, qui
joue le rle d'un ut-o. Après de longues manipulations, et l'introdution d'une
partition de l'unité sous-tendue par la famille de boules géodésiques, il est possible
d'obtenir une relation de réurrene pour es variables de blo, en onsidérant le
reouvrement de B(pi, ǫn+1) par les boules à l'ordre n [122℄ :
∀n ∈ N, ψn+1(i, f) =
Ni(n,n+1)∑
k=1
ψn(k, f) , (8.1.4)
où Ni(n, n+ 1) est le nombre d'ensembles ouverts {B(pi, ǫn+1) ∩ B(pj , ǫn)}.
La moyenne naturelle de f sur Σ dénie par :
〈f〉Σ ≡
∫
Σ
fdµg∫
Σ
dµg
(8.1.5)
est alors évaluée, à la préision ǫn, par :
〈f〉ǫn =
∑Nn
k=1 ψn(k, f)∑Nn
k=1 vol (B(pk, ǫn))
, (8.1.6)
où Nn est le nombre de boules du reouvrement à la préision ǫn et vol (B(pk, ǫn)) le
volume riemannien de la boule B(pk, ǫn). La variation de ette moyenne au ours
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d'une transformation de blo faisant passer de ψn(i, f) à ψn+1(j, f) est alors, à
l'ordre dominant [122℄ :
〈f〉ǫn+1(ψn+1)−〈f〉ǫn(ψn) =
1
5(n + 1)
(
〈∆f〉ǫn +
1
3
(〈R〉ǫn〈f〉ǫn − 〈Rf〉ǫn)
)
ǫ2n+o(ǫ
2
n) ,
(8.1.7)
où R désigne le salaire de Rii assoié à la métrique g de Σ. Cette relation met
en évidene le fait qu'une proédure de lissage orrete ouple néessairement les
utuations du hamp salaire f aux utuations de la géométrie sur Σ.
8.2 Flot de Rii-Hamilton
Grâe au reouvrement par les boules géodésiques, nous avons don pu onstruire
une proédure de onstrution de blos pour notre variété disrétisée, ainsi que la
relation (8.1.7) qui permet de passer de la valeur moyenne d'un salaire f à la
préision ǫn à sa valeur à la préision ǫn+1. Il est temps maintenant d'introduire
le hamp de matière osmologique, et de lui appliquer es résultats. Considérons
don un uide parfait barotropique de densité de quadri-vitesse uµ, d'énergie ρ, de
pression p = ωρ et de densité de moment Jµ ; si l'on note n
µ
le hamp de veteurs
orthonormal à Σ, son tenseur énergie-impulsion prend la forme :
Tµν = ρuµuν + p(gµν + nµnν) + 2J(µuν) . (8.2.1)
Le hamiltonien de e uide est donné par :
H(ρ, Ji) = Nρ+N
iJi , (8.2.2)
où N et N i sont respetivement le lapse et le shift assoiés à la déomposition 3+1.
En hoisissant un ut-o initial ǫ0 à une éhelle où la Relativité Générale est
valable, et en appliquant la dénition des variables de blo (8.1.3) à f = H(ρ, Ji),
nous pouvons mener le programme de renormalisation pour le hamp de matière
en tenant ompte de son ouplage à la géométrie. Si l'on onsidère ρ et Ji omme
des variables aléatoires à l'éhelle ǫ0 distribuées sur le réseau assoié, la loi de
probabilité onjointe P (0)
(
(ρ(k), Ji(k))k∈{1,...,N}
)
de trouver le uide dans l'état
(ρ(k), Ji(k))k∈{1,...,N} sur le réseau s'érit :
P (0)
(
(ψ0(k, ρ, Ji))k∈{1,...,N}
)
=
1
Z
exp (−〈H(ρ, Ji)〉ǫ0) , (8.2.3)
où Z =
∑
ρ,Ji
exp (−〈H(ρ, Ji)〉ǫ0) est la fontion de partition du système. A partir
de ette probabilité, on peut dénir la probabilité P (n)
(
(ψn(k, ρ, J
i))i∈{1,...,Nn}
)
de
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trouver les variables de blo à l'ordre n dans un état donné : par réurrene, on a :
P (n+1)
((
ψn+1(k, ρ, J
i)
)
i∈{1,...,Nn+1}
)
=
∑
(ψn(k,ρ,Ji))i∈{1,...,Nn}
P (n)
((
ψn(k, ρ, J
i)
)
i∈{1,...,Nn}
)
,
(8.2.4)
où la somme est prise uniquement sur les ongurations à l'ordre n ompatibles
ave la onguration à l'ordre n+ 1 onsidérée. Si l'on suppose, omme habituel-
lement, qu'au ours d'une transformation de blo ψn(k, ρ, J
i) ← ψn+1(l, ρ, J i), le
hamiltonien du système garde la même forme fontionnelle, on a :
P (n)
(
(ψn(k, ρ, Ji))k∈{1,...,Nn}
)
=
exp
(−〈Nρn +N jJnj 〉ǫn)∑
ρ,Ji exp
(
−〈Nρ(n) +N jJ (n)j 〉ǫn
)
; (8.2.5)
e qui dénit des densités d'énergie et de ourant renormalisées à l'ordre n : ρ(n)
et J
(n)
i . A l'ordre 0, où la Relativité Générale est supposée valable, le hamilto-
nien H(ρ, Ji) est une partie du hamiltonien total, dit Hamiltonien ADM (pour
Arnowitt-Deser-Misner) [127, 4℄. Dans e hamiltonien, le lapse N et le shift N i
sont des multipliateurs de Lagrange, qui sont présents pour assurer la validité des
ontraintes hamiltonienne et de moments sur la variété spatiale Σ. Ces ontraintes
s'érivent :
1
det(g)
(
πijπij − 1
2
(πii)
2
)
−R(g) + 8πGρ = 0 (8.2.6)
−2πij;i + 16πG
√
det(g)Jj = 0 , (8.2.7)
où le moment onjugué à la métrique πij s'exprime en fontion de la ourbure
extrinsèque de Σ : πij ≡√det(g) (Kij −Kkkgij). Ainsi, ρ et J i s'expriment omme
des fontionnelles de la métrique gij. Si l'on suppose que les ontraintes (8.2.6)
restent valables à toutes les étapes de la renormalisation, e qui permet de onserver
au lapse et au shift leur nature de multipliateurs de Lagrange et don d'assurer
l'invariane par diéomorphismes de la théorie à toutes les étapes, on peut relier
ρ(n) et J
(n)
i à une métrique renormalisée g
(n)
pour tout n. C'est ette métrique qui
devient alors l'analogue du ouplage renormalisé de la renormalisation standard.
L'eet du passage des blos d'ordre n aux blos d'ordre n + 1 induit don une
renormalisation (non linéaire) de la métrique :
g
(n+1)
ij = R
(
g
(n)
ij
)
, (8.2.8)
R étant l'opérateur formel de renormalisation que nous allons expliiter mainte-
nant, et qui dénit un ot dans l'espae des métriques riemanniennes de dimen-
sion 3. Pour l'instant, l'opérateur R est disret, mais nous allons passer à la limite
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ontinue dans l'équation (8.1.7) en onsidérant n très grand et ǫ0 ≪ nǫ0. Alors,
l'équation (8.1.7) devient, pour un paramètre ontinu η :
ǫ−1
d〈f〉ǫ+η
dη
=
1
15
(〈R〉ǫ〈f〉ǫ − 〈Rf〉ǫ) , (8.2.9)
où le terme en laplaien a disparu ar il se réduit à un terme de bord et Σ est
sans bord. An de satisfaire le prinipe osmologique faible, nous souhaitons que
les propriétés à longues distanes de la distribution de matière soient invariantes,
'est-à-dire que nous voulons qu'elles ne soient pas aetées par un hangement
simultané du ut-o ǫ et de la métrique gij . Cela se tradiut par l'invariane de la
fontion de partition :(
−ǫ ∂
∂ǫ
+ βij(g)
∂
∂gij
)∑
ρ,Ji
exp
(−H(ρ, J i)) = 0 , (8.2.10)
où la fontion β est dénie par :
βij(g) ≡ ǫ∂gij
∂ǫ
. (8.2.11)
Une ondition susante est alors :(
−ǫ ∂
∂ǫ
+ βij(g)
∂
∂gij
)
〈Nρ+N iJi〉ǫ = 0 . (8.2.12)
En utilisant (8.2.9), on peut alors montrer que la fontion β satisfaisant à (8.2.12)
est exatement donnée par :
βij(g) =
∂gij(η)
∂η
=
2
3
〈R(η)〉gij(η)− 2Rij (g(η)) , (8.2.13)
où η ∝ ln(ǫ), et 〈R(η)〉 est la ourbure moyennée sur Σ assoiée à g(η). L'équation
(8.2.13) est onnue sous le nom de ot de Rii-Hamilton [128℄. C'est l'équation
de renormalisation que nous herhions ii. Elle permet de savoir omment le ou-
plage eetif g hange lorsque l'on fait varier le ut-o ǫ, 'est-à-dire la taille
aratéristique de lissage de la osmologie. Σ étant ompat, ette renormalisa-
tion doit mener à des lasses d'universalité pour la osmologie sur des distanes
nies, lorsque le ut-o est de l'ordre de la distane de orrélation de la distri-
bution de matière. Ce ot a une propriété intéressante [128℄ : la métrique limite
g¯ij = lim
η→+∞
gij(η), si elle est atteinte, est à ourbure onstante. On peut trouver
surprenant de prendre ii la limite η → +∞, dans la mesure où l'on a relié η au
ut-o spatial sur une variété ompate. Cela vient du fait que la dérivation du
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ot de Rii-Hamilton (8.2.13) présentée i-dessus est en fait valable uniquement
loalement, pour des petites variations de la taille des blos. Pour une dérivation
plus rigoureuse, permettant de passer à la limite, on se reportera à [124℄, où le
paramètre d'évolution η perd son sens physique et n'est plus relié à la distane
de ut-o ; il devient un simple paramètre tif permettant de parourir le ot
dans l'espae des métriques. An d'élairir omplètement le lien entre η et le
ut-o spatial, il faudrait résoudre les équations générales de ot dans l'espae
des métriques, dites équations de Peterson [129℄, qui sont non-linéaires. Le ot
de Rii est en fait une linéarisation de es équations. En dimension 3 il existe 8
points ritiques diérents ; on trouvera une disussion et une analyse des points
xes de e ot dans le ontexte osmologique dans [122, 124℄. Ii, nous nous onten-
terons de remarquer e qu'il implique pour la osmologie. Puisque les ontraintes
hamiltonienne et de moments sont satisfaites à toutes les étapes du proessus de
renormalisation, à la limite où η → +∞, on a :
2
3
K¯ = 8πGρ¯− R¯ , (8.2.14)
où K¯ = lim
η→+∞
Kii (g(η)), ρ¯ = lim
η→+∞
ρ(g(η)), et R¯ = lim
η→+∞
R(g(η)), R¯ étant une
ourbure onstante. La densité renormalisée prend la forme [122, 124℄ :
8πGρ¯ = 8πG〈ρ〉0 + R¯− 〈R〉0 + 〈σijσij〉0 + 2
3
(
〈(Kii)2〉0 − 〈Kii〉20) . (8.2.15)
Dans ette expression σij = Kij − K llgij/3 est le isaillement, et le symbole 〈·〉0
représente la moyenne par rapport à la métrique originale. Si l'on dénit un para-
mètre de Hubble, de façon usuelle par :
H¯2 ≡ 2
9
K¯2 , (8.2.16)
l'équation (8.2.14) prend la forme de l'équation de Friedmann lassique :
H¯2 =
8πGρ¯
3
− R¯
3
. (8.2.17)
La ourbure R¯ étant onstante, elle s'érit R¯ = 3/a2, où a est le fateur d'éhelle
de la métrique de Friedmann eetive g¯. L'équation de Friedmann (8.2.17) fait
don intervenir une densité d'énergie ρ¯ renormalisée qui n'est pas simplement la
moyenne sur la variété de la densité d'énergie du uide. C'est e résultat non
trivial qui nous intéresse, et nous verrons au hapitre suivant que nous obtenons
un résultat analogue par une méthode diérente dans son prinipe, et plus simple :
il n'y a a priori auune raison pour que le modèle homogène eetif à grande
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éhelle soit stritement un modèle de Friedmann ave une soure lissée naïvement.
Une dernière remarque s'impose ii : nous avons lissé la métrique et le hamp de
matière de façon onjointe sur une feuille d'espae de l'espae-temps, mais le ot
de Rii ne donne pas d'équation d'évolution pour le système. Opérationnellement,
il faudrait don laisser évoluer le hamp de matière ouplé à la métrique par les
équations d'Einstein, le lissage n'intervenant sur haque hypersurfae Σt qu'une
fois que nous onnaissons la solution exate à tout temps. Lisser les onditions
initiales puis faire évoluer le modèle de Friedmann obtenu ne donne pas la véritable
solution ar évolution et lissage ne ommutent pas. Enore une fois, e point sera
élairi par la suite, mais il est important de remarquer que ela implique qu'un
Univers initialement très homogène n'évolue pas forément omme un modèle de
Friedmann : si les inhomogénéités roissent en son sein à ause de l'instabilité
gravitationnelle, le lissage à un temps ultérieur peut fort bien entraîner l'apparition
de soures supplémentaires non négligeables dans ρ¯.
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Chapitre 9
Une approhe par le hamp moyen
Dans e hapitre, nous allons présenter une approhe mathématiquement plus
simple que elle utilisant le ot de Rii : au lieu de lisser la métrique, nous allons
moyenner la partie salaire des équations dynamiques. Ce faisant, nous perdrons
une partie de l'information ontenue dans la struture géométrique de l'espae-
temps, mais nous serons à même de formuler des résultats sur des propriétés inté-
grales de la osmologie. Il faut insister sur le fait que notre démarhe est diérente,
et omplémentaire, de elle présentée dans le hapitre préédent : nous ne modi-
ons pas les lois de la physique par une proédure de renormalisation, mais nous
onstruisons un modèle dynamique pour les grandeurs intégrales aratérisant la
osmologie relativiste. Après avoir introduit le formalisme que nous allons utili-
ser, nous présenterons des solutions partiulières ; les premières sont des lois de
puissane et la seonde repose sur la théorie de perturbations. La n de ette par-
tie sera onsarée au problème de l'énergie sombre dans ette approhe. A partir
d'un modèle simple, nous disuterons la nature des méanismes potentiellement
à l'÷uvre dans l'Univers tardif, pouvant fournir une origine lassique ('est-à-dire
formulée dans le adre de la Relativité Générale) à l'énergie sombre. Nous ver-
rons ensuite qu'il est possible d'établir une orrespondane entre les osmologies
moyennées et les hamps salaires osmologiques du modèle standard. Une disus-
sion du statut des observations dans le adre des osmologies moyennées onlura
es développements.
9.1 Cosmologies inhomogènes moyennées
9.1.1 Equations loales
On onsidère, omme dans toute ette partie, un Univers rempli d'un uide
parfait irrotationnel, et dérit dans le ontexte de la Relativité Générale. Le tenseur
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énergie-impulsion d'un tel uide, de quadri-vitesse uµ est alors donné par :
Tµν = (ρ(x
σ) + p(xσ))uµuν + p(x
σ)gµν , (9.1.1)
où ρ et p sont des fontions des oordonnées d'espae-temps représentant respeti-
vement la densité d'énergie et la pression du uide. D'après les résultats présentés
dans l'annexe B, on peut alors feuilleter l'espae-temps en onsidérant un ensemble
d'hypersurfaes spatiales (Σt)t∈R dont le hamp de veteurs normaux unitaires à
haque t est le hamp de quadri-vitesse du uide uµ(t, xk). Les oordonnées gaus-
siennes introduites dans l'annexe B sont partiulièrement pratiques pour dérire
ette situation, puisqu'elles orrespondent aux oordonnées lagrangiennes pour le
uide, 'est-à-dire qu'un observateur attahé à un élément de uide n'a pas de
déplaement spatial : ∀i ∈ {1, 2, 3}, ui = 0. Plaçons-nous don dans es oordon-
nées :
ds2 = −N2(t, X i)dt2 + gij(t, X i)dX idXj . (9.1.2)
En prenant nµ = uµ = (1/N,~0) dans les résultats de l'annexe B, on obtient alors
les équations ADM (B.0.6)-(B.0.9) :
R−KijKji +K2 = 16πGρ+ 2Λ (9.1.3)
∇iKij −∇jK = 0 (9.1.4)
1
N
∂tgij = −2Kij (9.1.5)
1
N
∂tK
i
j = R
i
j +KK
i
j − Λδij − 4πG(ρ− p)δij −
1
N
∇i∇jN .(9.1.6)
Ii, la ourbure extrinsèque Kij des hypersurfaes spatiales est reliée très sim-
plement à la quadri-vitesse du uide
1
: Ki,j = −uµ;νhµi hνj = −ui;j . On peut déom-
poser uµ;ν suivant sa partie symétrique sans trae, σµν , le isaillement de l'élément
uide, et sa trae, θ ≡ uα;α, qui est le taux d'expansion loal de l'élément de uide
[130℄ :
uµ;ν = σµν +
1
3
θhµν − 1
N
uν∂tuµ . (9.1.7)
Puis, dénissant le isaillement projeté sur Σt : σij ≡ σµνhµi hνj , on a :
Kij = −
(
σij +
1
3
θgij
)
, (9.1.8)
si bien que la trae de la ourbure extrinsèque est donnée par Kii = K = −θ.
1
Il s'agit d'une dérivée ovariante à 4 dimensions, et non à 3, e qui explique que, bien que
ui ≡ 0, Kij est non nulle, ar elle reçoit une ontribution de Γ0iju0.
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En plus des équations (9.1.3)-(9.1.6), an de lore le système d'équations, il
nous faut érire les équations de onservation pour le uide : T µν;µ = 0. En projetant
ette relation sur uµ, et sur l'hypersurfae Σt, on obtient :
∂tρ+Nθ(ρ + p) = 0 (9.1.9)
∂ip+
∂iN
N
(ρ+ p) = 0 . (9.1.10)
Il faut insister un instant sur les propriétés de ette dernière équation. En l'absene
de pression, p ≡ 0, nous voyons qu'elle est onsistante ave une distribution de
matière non triviale ('est-à-dire ρ non identiquement nulle) si et seulement si
N = N(t), fontion qui peut être simplement absorbée dans une redénition de
la oordonnée temporelle t. Au ontraire, si la pression est non identiquement
nulle, et non homogène sur les hypersurfaes spatiales, on ne peut pas hoisir de
oordonnées spatiales gaussiennes telles que N(t, Xk) soit une simple fontion du
temps. Le type de matière dont le ot sert à feuilleter l'espae-temps ontraint
don le hoix des oordonnées. On peut également déduire de la projetion des
équations de onservation sur Σt une expression pour la quadri-aélération du
uide aµ :
hµαT
µν
;ν = 0⇔
1
N
∂tuα = − 1
ρ+ p
(∂αp+
1
N
∂t(p)uα) , (9.1.11)
d'où :
a0 = 0 et ai = − ∂ip
ρ+ p
. (9.1.12)
En omparant (9.1.12) ave la deuxième équation de (9.1.9), on voit que :
ai =
∂iN
N
. (9.1.13)
9.1.2 Modèle moyenné
Les équations (9.1.3)-(9.1.6) et (9.1.9)-(9.1.10) établies préédemment, liées à
un hoix de oordonnées (par l'intermédiaire du hoix du lapse N) gouvernent
la dynamique exate du hamp gravitationnel et de la matière, pourvu que la
Relativité Générale et l'approximation de uide parfait irrotationnel soient va-
lables. Cependant, notre but est de onstruire un modèle osmologique ; omme
dans le hapitre préédent, nous souhaitons don pouvoir dérire les propriétés
physiques de l'Univers sur les grandes éhelles, sans nous préouper ni de la dis-
tribution loale exate de matière, ni de la métrique loale, grandeurs qui sont
par ailleurs diiles, voire impossibles, à onnaître dans le adre osmologique.
C'est pourquoi il nous faut une méthode d'approximation en fontion de l'éhelle
134 CHAPITRE 9. UNE APPROCHE PAR LE CHAMP MOYEN
("oarse-graining"), nous permettant de formuler une théorie à une éhelle donnée
tout en nous aranhissant des détails à plus petite éhelle. Dans e hapitre, nous
allons étudier la onstrution de modèles eetifs homogènes à une éhelle donnée
[131, 132, 133℄. Pour les dénir, il existe, dans le ontexte de la déomposition
3+1 de l'espae-temps, une proédure "naturelle" : prendre les grandeurs salaires
Ψ(t, Xk) et les moyenner sur un domaine lagrangien D ∈ Σt donné, an d'obtenir
des grandeurs 〈Ψ〉D (t) ne dépendant plus que du temps :
〈Ψ〉D (t) ≡
1
VD
∫
D
Ψ(t, Xk)Jd3X , (9.1.14)
où J ≡√det(gij) et VD ≡ ∫D Jd3X représente le volume(riemannien) du domaine
D. Hélas, ette proédure n'est bien dénie que sur les grandeurs salaires, et ne
peut être utilisée pour les veteurs et tenseurs, ar l'opérateur 〈·〉D appliqué à un
tenseur ne donne pas un tenseur. Nous reviendrons sur e problème à la n de la
setion. On a la règle de ommutation suivante, pour tout salaire Ψ :
[∂t·, 〈·〉D]Ψ ≡ ∂t 〈Ψ〉D − 〈∂tΨ〉D = 〈NθΨ〉D − 〈Nθ〉D 〈Ψ〉D . (9.1.15)
Prenons don la trae des deux dernières équations du système (9.1.3) :
1
N
∂tJ = −JK (9.1.16)
1
N
∂tK = R+K2 − 12πG(ρ+ p)− 3Λ− 1
N
∆N , (9.1.17)
où ∆ = ∇i∇i est l'opérateur laplaien spatial. En utilisant la déomposition
(9.1.8), la première équation de (9.1.9), ainsi que la ontrainte hamiltonienne, nous
obtenons alors le système d'équations salaires :
R(t, ~X) + 2
3
θ2(t, ~X)− 2σ2(t, ~X) = 16πGρ(t, ~X) + 2Λ (9.1.18)
1
N(t, ~X)
∂tJ(t, ~X) = J(t, ~X)θ(t, ~X) (9.1.19)
− 1
N(t, ~X)
∂tθ(t, ~X) + 12πG
(
ρ(t, ~X)− p(t, ~X)
)
= θ2(t, ~X) +R(t, ~X)− ai(t, ~X)ai(t, ~X)
−∇iai(t, ~X) (9.1.20)
∂tρ(t, ~X) +Nθ(t, ~X)
(
ρ(t, ~X) + p(t, ~X)
)
= 0 , (9.1.21)
où σ2 ≡ σijσji /2 est le taux de isaillement.
La dynamique d'un domaine spatial D onsidéré omme homogène est entiè-
rement aratérisée par l'évolution de son volume (à la forme des bords près) ; on
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peut don introduire une quantité adimensionnée, qui traduit les propriétés du
modèle homogène sur le domaine D : le fateur d'éhelle volumique aD déni par :
aD(t) =
(
VD(t)
VDi
)1/3
, (9.1.22)
VDi étant le volume initial du domaine D. Par analogie ave le modèle de Fried-
mann, on appelle fateur de Hubble eetif la grandeur HD qui vérie :
3HD ≡ 3∂taD
aD
=
∂tVD
VD
= 〈Nθ〉D . (9.1.23)
Les équations pour e fateur d'éhelle et la matière se déduisent alors du
système (9.1.18)-(9.1.21) :
6H2D − 16πG
〈
N2ρ
〉
D = −
(QD + 〈N2R〉D) (9.1.24)
3
∂2t aD
aD
+ 4πG
〈
N2(ρ+ 3p)
〉
D = QD + PD (9.1.25)
∂t
〈
N2ρ
〉
D + 3HD
〈
N2(ρ+ p)
〉
D = [〈·〉D , ∂t·]p+ 〈2N∂tNρ〉D , (9.1.26)
ave les dénitions :
 3-ourbure moyenne : 〈N2R〉D ;
 Bakreation inématique : QD ≡ 23
(〈N2θ2〉D − 〈Nθ〉2D)− 2 〈N2σ2〉D ;
 Bakreation dynamique : PD ≡ 〈N2A〉D + 〈θ∂tN〉D où A ≡ aµ;µ.
La bakreation inématique omprend deux termes qui agissent de façons oppo-
sées :
 le taux de isaillement moyen, 〈N2σ2〉D, qui tend à augmenter le taux d'ex-
pansion eetif HD,
 les utuations moyennes de l'expansion loale, 〈N2θ2〉D−〈Nθ〉2D, qui tendent
à le faire diminuer.
La bakreation dynamique, quant à elle, est formée de l'aélération moyenne
〈N2A〉D et d'un terme diile à élairer physiquement, 〈θ∂tN〉D, haun pouvant
avoir un signe quelonque. An d'assurer la ohérene entre les équations (9.1.24)
et (9.1.25), les grandeurs dénies i-dessus doivent vérier la ondition d'intégra-
bilité :
∂tQD + 6HDQD + ∂t 〈R〉D + 2HD 〈R〉D + 4HDPD
= 16πG ([〈·〉D , ∂t·]p+ 〈2N∂tNρ〉D) . (9.1.27)
L'équation (9.1.26), qui est simplement le résultat de l'appliation de l'opérateur
de moyennisation (9.1.14) à la loi de onservation loale de l'énergie, présente un
aspet singulier : on voit que pour un uide dont la pression est non identiquement
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nulle, la loi de onservation pour les quantités moyennes n'est pas standard, mais
fait apparaître un terme de soure non trivial. Ainsi, en général, la densité d'énergie
moyenne du uide inhomogène n'obéit pas à une loi de onservation analogue à
elle d'un modèle de Friedmann. En introduisant une densité d'énergie et une
pression eetives :
ρDeff ≡
〈
N2ρ
〉
D −
1
16πG
(QD + 〈N2R〉D) (9.1.28)
pDeff ≡
〈
N2p
〉
D −
1
16πG
(
QD − 1
3
〈
N2R〉D + 43PD
)
, (9.1.29)
(9.1.30)
et en utilisant la ondition d'intégrabilité (9.1.27), le système (9.1.24)-(9.1.26)
gouvernant la dynamique de hamp moyen se réérit :
H2D =
8πG
3
ρDeff (9.1.31)
∂2t aD
aD
= −4πG
3
(
ρDeff + 3p
D
eff
)
(9.1.32)
∂tρ
D
eff + 3HD
(
ρDeff + p
D
eff
)
= 0 . (9.1.33)
Ce système, aussi bien que (9.1.24)-(9.1.26), n'est pas los, au sens où il possède
3 inonnues, aD, ρDeff et p
D
eff , pour seulement 2 équations indépendantes. Cela ne
doit pas nous surprendre, dans la mesure où nous n'avons moyenné que la partie
salaire des équations loales. Il faut don, an de lore e système, disposer de
presriptions, soit sur la struture loale de l'espae-temps, soit sur le modèle ho-
mogène sur le domaine D (par exemple à l'aide d'observations). Nous reviendrons
sur e point dans la suite, et nous disuterons ertaines possibilités pour de telles
relations de fermeture.
9.1.3 Fluide de poussière
Les équations établies i-dessus pour le modèle homogène eetif sont valables
a priori pour tout type de uide parfait irrotationnel. Les développements sui-
vants, dont l'objet prinipal sera l'état de l'Univers tardif, motivés entre autre par
une tentative de ompréhension de l'énergie sombre, nous poussent à onentrer
notre attention sur le omportement du modèle eetif en présene d'un uide par-
fait irrotationnel sans pression, qui dérit onvenablement la matière dominant le
ontenu de l'Univers tardif. Posons don dans toute la suite de ette partie p ≡ 0.
Dans e as, les équations (9.1.24)-(9.1.26) prennent une forme partiulièrement
simple. En eet, le système (9.1.9)- (9.1.10) montre que le lapse N(t, X i) est une
simple fontion du temps, prise onstante et égale à 1, quitte à redénir le temps
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oordonné t. De plus, l'aélération donnée par (9.1.13) est alors nulle : ai ≡ 0.
Cela entraîne la nullité de la bakreation dynamique : PD ≡ 0, et les équations
du système eetif deviennent :
H2D =
8πG
3
〈ρ〉D −
1
6
(QD + 〈R〉D) (9.1.34)
∂2t aD
aD
= −4πG
3
〈ρ〉D +
1
3
QD (9.1.35)
∂t 〈ρ〉D + 3HD 〈ρ〉D = 0 , (9.1.36)
où la bakreation inématique est maintenant donnée par :
QD = 2
3
(〈
θ2
〉
D − 〈θ〉
2
D
)− 2 〈σ2〉D . (9.1.37)
L'équation de onservation du (9.1.36) s'intègre immédiatement en :
〈ρ〉D = 〈ρi〉D a−3D ; (9.1.38)
e qui traduit simplement le fait que l'énergie totale du uide ontenu dans le
domaine D est onstante. C'est un résultat assez intuitif pour un domaine qui est
omobile ave un uide sans pression (don sans ux à travers le bord du domaine).
Finalement, l'équation d'intégrabilité pour le système (9.1.34)-(9.1.36) s'érit :
∂tQD + 6HDQD + ∂t 〈R〉D + 2HD 〈R〉D = 0 . (9.1.39)
Par analogie ave la osmologie standard, on peut introduire des densités adimen-
sionnées eetives :
ΩDm ≡
8πG
3H2D
〈ρ〉D , ΩDR ≡ −
〈R〉D
6H2D
et ΩDQ ≡ −
QD
6H2D
, (9.1.40)
qui obéissent à :
ΩDm + Ω
D
R + Ω
D
Q = 1 . (9.1.41)
De même, on peut dénir un paramètre de déélération eetif :
qD ≡ − ∂
2
t aD
aDH2D
=
1
2
ΩDm + 2Ω
D
Q . (9.1.42)
Le système formé par (9.1.34)-(9.1.36) et la ondition d'intégrabilité (9.1.39),
une fois préisée une ondition de fermeture, onstitue un modèle dynamique ef-
fetif gouvernant l'évolution temporelle d'un modèle homogène de la osmologie
sur le domaine spatial D. L'identité strite de l'équation de Friedmann eetive,
'est-à-dire de la première équation du système (9.1.34), ave l'équation obtenue
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à partir du ot de Rii (8.2.17) est remarquable, et tendrait à prouver que la dé-
marhe simple et intuitive présentée ii est potentiellement rihe d'enseignements,
et apable de apturer de nombreux phénomènes non triviaux. Il est notamment
important d'insister sur le fait que la ourbure moyenne 〈R〉D n'est pas, a priori,
une ourbure onstante du type friedmannien. En eet, il est toujours possible de
réérire le terme −(QD + 〈R〉D)/6 intervenant dans l'analogue de l'équation de
Friedmann en fontion d'une ourbure friedmanienne, et on trouve :
−1
6
(QD + 〈R〉D) = −
kDi
a2D
+
2
3a2D
∫ aD
1
aQD(a)da . (9.1.43)
La diérene entre 〈R〉D et une ourbure onstante kDi/a2D peut don être attribuée
au ouplage entre oubure moyenne et bakreation, expliite dans la ondition
d'intégrabilité (9.1.39). Le terme intégral montre que la relation entre ourbure
moyenne et ourbure onstante fait intervenir toute l'histoire du terme de ba-
kreation entre l'instant initial et le moment où l'on alule la ourbure. Cette
intégrale peut être importante même pour une bakreation faible. Les paramètres
adimensionnés pouvant remplaer ΩDR et Ω
D
Q si l'on hoisit de représenter le système
(9.1.34) ave une ourbure friedmanienne donnée par (9.1.43) s'érivent :
ΩDk ≡ −
kDi
a2DH
2
D
et ΩDQN ≡
1
3a2DH
2
D
∫ aD
1
aQD(a)da , (9.1.44)
pour lesquels on a : ΩDR + Ω
D
Q = Ω
D
k + Ω
D
QN .
Le ÷ur des osmologies moyennées peut essentiellement être rapporté à la
non ommutativité des opérations d'évolution et de moyennisation exprimée par
la relation (9.1.15) qui prend dans le as d'un uide de poussière la forme suivante :
[∂t·, 〈·〉D]Ψ ≡ ∂t 〈Ψ〉D − 〈∂tΨ〉D = 〈θΨ〉D − 〈θ〉D 〈Ψ〉D . (9.1.45)
Si l'on applique la relation (9.1.45) à Ψ = ρ, on obtient :
[∂t·, 〈·〉D]ρ =
∂tS(ρ| 〈ρ〉D)
VD
, (9.1.46)
où la fontion S(ρ| 〈ρ〉D) est dénie par :
S(ρ| 〈ρ〉D) ≡
∫
D
ρ ln
ρ
〈ρ〉D
Jd3X ; (9.1.47)
en théorie de l'information, ette fontionnelle est onnue sous le nom de fontion-
nelle de Kullbak-Leibler (f [134℄ pour une disussion et les référenes). S(ρ| 〈ρ〉D)
est nulle pour un Univers de Friedmann, dans lequel la densité loale est partout
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égale à la densité moyenne : ρ = 〈ρ〉D ; elle est positive pour toute autre on-
guration du hamp de matière (ar sur R∗+, on a lnx < x − 1). Ainsi, 'est une
bonne mesure de la struturation du hamp de matière, et l'on peut dire qu'en tant
que telle, elle forme une soure pour la non-ommutativité des opérations d'évolu-
tion et de moyennisation. Dans la relation (9.1.46), l'évolution de la fontionnelle
S(ρ| 〈ρ〉D) et elle du volume sont en ompétition dans un Univers en expansion :
si le volume roît plus vite que le taux d'évolution de S(ρ| 〈ρ〉D), on atteint la
ommutation des opérations. En érivant la densité et l'expansion loales omme
une partie homogène et des déviations (non néessairement petites) :
ρ(t, ~X) = 〈ρ〉D (t) + δρ(t, ~X) et θ(t, ~X) = 〈θ〉D (t) + δθ(t, ~X) , (9.1.48)
la soure de non-ommutativité s'érit :
∂tS(ρ| 〈ρ〉D)
VD
= −〈δρδθ〉D . (9.1.49)
On voit don que de l'information est produite par la struturation de l'Univers
('est-à-dire ∂tS > 0) si et seulement si le domaine D ontient plus de régions
sous-denses en expansion et de régions sur-denses en ontration que le ontraire.
C'est l'état qui semble favorisé par la formation des strutures dans un Univers en
expansion, omme tendent à le montrer les simulations numériques et l'analyse de
l'instabilité gravitationnelle. La relation (9.1.46) et l'expression (9.1.48) mettent
par onséquent lairement en évidene le lien entre formation des strutures et
non ommutativité du lissage et de l'évolution. Toute la question est de savoir si
la variation de l'entropie S peut dominer l'eet de volume an de faire roître la
non-ommutativité, ou si, au ontraire, on peut négliger ette non-ommutativité
dans la mesure où, dynamiquement le rapport ∂tS/vD tend vers 0 au ours de
l'évolution de l'Univers. C'est don un adre bien posé pour tester la validité
des modèles de Friedmann. Finalement, remarquons que la relation (9.1.49) nous
permet d'obtenir une borne supérieure à la non-ommutativité ; en eet, grâe à
l'inégalité de Cauhy-Shwarz, on peut érire :∣∣∣∣∂tS(ρ| 〈ρ〉D)VD
∣∣∣∣ ≤ ∆ρ∆θ , (9.1.50)
où ∆ρ ≡ √〈δρ2〉D et ∆θ ≡ √〈δθ2〉D sont les amplitudes des utuations dans
la densité de matière et le taux d'expansion, respetivement. Dans la suite de
e hapitre, nous allons tout d'abord explorer diverses façons de lore le système
(9.1.34)-(9.1.36) an d'en donner une solution. Puis, nous disuterons de la possi-
bilité d'expliquer l'énergie sombre dans e ontexte, avant d'ouvrir quelques pistes
onernant le lien de es modèles moyennés ave les observations.
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9.2 Etudes de quelques solutions
Le système (9.1.34)-(9.1.39) n'est pas los, dans le sens où il manque une équa-
tion indépendante pour en déterminer la solution omplète. Dans ette setion,
nous allons présenter diérentes façons d'introduire une telle relation de ferme-
ture. La première, d'ordre mathématique, onsiste à étudier une sous-lasse de
solutions en forme de lois de puissane. La seonde, plus physique, présente un
alul expliite des termes de bakreation dans le modèle perturbatif de la rois-
sane des strutures.
9.2.1 Lois de puissane
Détermination des solutions
Commençons don par onsidérer des solutions de la forme :
QD = QDianD ; 〈R〉D = RDiapD , (9.2.1)
où n et p sont deux réels, QDi et RDi étant les valeurs initiales de la bakreation
et de la ourbure moyenne, respetivement. Ces solutions, bien que n'ayant auune
justiation physique, ont l'avantage d'être simples, et de pouvoir onvenablement
approher le omportement des termes de bakreation et de ourbure moyenne
sur un temps susamment ourt. Elles ont été étudiées dans [135℄. En réérivant
l'équation d'intégrabilité (9.1.39) sous la forme :
a−6D ∂aD
(
a6DQD
)
+ a−2D ∂aD
(
a2D 〈R〉D
)
, (9.2.2)
et en introduisant les solutions (9.2.1) dans ette relation, on trouve deux as
distints de solutions :
 n 6= p : alors la seule solution est :
QD = QDia−6D et 〈R〉D = RDia−2D ; (9.2.3)
 n = p : alors on a une famille de solutions paramétrée par le rapport r =
QDi/RDi de la bakreation et de la ourbure moyenne2 :
QD = r 〈R〉D = rRDian(r)D ave n(r) = −2
1 + 3r
1 + r
si r 6= −1 ; (9.2.4)
si r = −1, il n'y a pas de solution non identiquement nulle.
2
Ce rapport dépend en fait du domaine D, mais nous avons supprimé la référene à ette
dépendane évidente par soui de larté d'ériture.
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Le premier type de solution (9.2.3) orrespond au as où haque terme de
l'équation (9.2.2) s'annule indépendamment de l'autre. D'une ertaine manière,
on peut don dire que ette solution traduit une situation où la bakreation
et la ourbure moyenne sont déouplées et évoluent indépendamment ; et état
du système mène à une ourbure moyenne exatement identique à une ourbure
onstante friedmannienne, et à une bakreation évoluant omme 〈ρ〉2D. Au ours
de l'expansion du domaine D, ette solution tend don rapidement vers un état
ave une simple ourbure onstante, et nous dirons qu'il orrespond à un état
quasi-friedmannien. Au ontraire, la forme de la famille de solutions (9.2.4) tra-
duit, au moins pour r 6= 0, un ouplage très fort entre la bakreation et la our-
bure moyenne, puisqu'elles évoluent exatement de la même manière. Le ouplage,
générique et apparent dans l'équation (9.1.39), peut don être vu omme étant
responsable d'un soutien de la bakreation à des niveaux plus élevés que dans
la solution quasi-friedmannienne (du moins pour r > −1), grâe à un réservoir
représenté par la ourbure moyenne. Il est important de remarquer que l'équation
(9.2.2) est linéaire dans les quantités QD et 〈R〉D, si bien que la ombinaison li-
néaire de deux solutions est enore une solution. En partiulier, on peut toujours
ajouter un terme en 1/a2D à la oubure moyenne. Notons nalement que seuls les
as r = 0 et r = −1 pour les solutions (9.2.4) mènent à un Univers friedmannien
(mais dépendant de l'éhelle) respetivement ave et sans ourbure onstante (au
sens friedmannien).
Paramètres osmologiques eetifs
Les paramètres osmologiques adimensionnés (9.1.40) et (9.1.44) obéissent,
pour les solutions en lois de puissane (9.2.4) à des relations additionnelles très
simples :
ΩDQ = rΩ
D
R (9.2.5)
ΩDk = (1 + r)a
4r
1+r
D Ω
D
R = (1 + r)
H2Di
H2D
a2DΩ
D
R . (9.2.6)
La relation (9.2.6) montre maintenant très lairement que la ourbure friedman-
nienne ΩDk n'est pas, en général, la ourbure moyenne d'un Univers inhomogène :
dès que la bakreation inématique est présente ('est-à-dire dès que les distri-
butions de matière et de ourbure sont présentes), son ouplage à la ourbure
moyenne peut faire évoluer ette dernière de façon très diérente d'une ourbure
onstante. Si l'on évalue ette expression de la ourbure friedmannienne à l'instant
initial, on peut relier la ourbure onstante à la ourbure moyenne initiale par :
kDi =
1 + r
6
RDi . (9.2.7)
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Une remarque antiipant légèrement sur le programme à venir : si l'on souhaite ex-
pliquer l'énergie sombre par la présene des utuations dans le hamp de matière,
on peut identier le terme ΩDQN omme la soure de l'énergie sombre ; alors il doit
prendre une valeur d'ajustement ΩFΛ aujourd'hui dans un modèle de Friedmann
eetif. La valeur de ΩFΛ dépend naturellement de la valeur initiale de Ω
D0
k (e qui
n'est pas le as pour un modèle de Friedmann "vrai") :
ΩFΛ = Ω
D0
k a
n(r)+2
D0 . (9.2.8)
Cette relation permet de ontraindre les valeurs de r ompatibles ave les valeurs
du meilleur ajustement aux données des paramètres friedmanniens eetifs ΩFΛ
et ΩD0k (à ondition de onnaître aD0) [135℄. Remarquons nalement que pour
les solutions en lois de puissane, le modèle est très onservatif en e qu'il fore
le terme ΩDQN à s'annuler stritement à l'instant initial, alors que, si et instant
initial est xé au moment de l'émission du fond de rayonnement osmologique,
par exemple, les observations permettent à e terme, de valoir quelques pourents
3
[136, 137, 138℄.
Espae des solutions
Nous allons maintenant étudier l'espae des solutions orrespondant à la famille
(9.2.4). Cet espae possède deux dimensions, ar les trois quantités aratéristiques
ΩDQ, Ω
D
R et Ω
D
m sont soumises à la ontrainte Ω
D
Q + Ω
D
R + Ω
D
m = 1. Dans le as des
solutions en loi de puissane, toutes les propriétés des solutions sont rédutibles
à la valeur du paramètre r. Pour représenter l'espae des solutions, on hoisit,
plutt que deux densités adimensionnées eetives, de aratériser le système par
sa position dans le plan (ΩDm, q
D). On a en eet simplement :
qD =
2r
1 + r
+
1− 3r
2(1 + r)
ΩDm = −
n + 2
2
+
n+ 3
2
ΩDm , (9.2.9)
de sorte qu'une solution en loi de puissane donnée est dérite par une droite dans
le plan (ΩDm, q
D). De plus, on peut voir que toutes les droites orrespondant à une loi
de puissane se roisent au point (1, 1/2) qui orrespond à un Univers d'Einstein-de
Sitter friedmannien plat. Cet espae de solution est présenté sur la gure 9.2.1, où
nous avons restreint l'analyse au as ΩDm ≤ 1. Les èhes représentent l'évolution
des solutions le long des droites aratérisées par (9.2.9) au ours de l'expansion
3
Cei vaut en tant qu'il est onsidéré omme un terme de quintessene, e qui reste ques-
tionable. Il vaudrait mieux le onsidérer à partir de son origine physique dans les modèles in-
homogènes, et nous reviendrons sur e point dans la sous-setion suivante onsarée au modèle
perturbatif.
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de l'Univers. Elles se déduisent des relations :
qD(aD) =
1
2
1 + c1a
n(r)+3
D
1 + c2a
n(r)+3
D
(9.2.10)
ΩDm =
1
1 + c2a
n(r)+3
D
, (9.2.11)
dans lesquelles c1 = 4rc2/(1+r) et c2 = (1−ΩDim )/ΩDim . On voit don que l'Univers
friedmannien d'Einstein-de Sitter est un point-selle dans e diagramme, les attra-
teurs étant situés sur la demi-droite orrespondant à ΩDm = 0, et q
D < 0.5. Une
solution réaliste au problème de bakreation a peu de hanes d'être une simple
loi de puissane (ar la formation des strutures, qui nourrit la bakreation, est
un proessus omplexe et transitoire) ; une solution plus réaliste peut être obtenue
en onsidérant une ombinaison linéaire de loi de puissane :
QD =
∑
i
αia
p(i)
D . (9.2.12)
Alors, la trajetoire est ourbe dans l'espae des solutions, et on peut loalement
l'approximer par une droite assoiée à une loi de puissane donnée. Par ette suite
de transition entre des lois de puissane pures, elle est dynamiquement onduite
vers les attrateurs ités i-dessus, si l'un des p(i) est égal n(r) = −2(1+3r)/(1+r)
ave r < 1/3 ; dans le as ontraire, elle tend vers le point-selle d'Einstein-de Sitter.
9.2.2 Bakreation à partir des perturbations
Les solutions présentées i-dessus sont simples, mais ne sont pas motivées phy-
siquement. Nous allons don voir ii un exemple expliite de alul de l'eet des
utuations, grâe à un développement perturbatif. Les résultats présentés dans
ette setion sont inspirés de [139℄. Si l'on suppose que l'Univers est très prohe de
l'homogénéité au moment du déouplage, e qu'indique la struture des utua-
tions du fond de rayonnement osmologique, on peut essayer de dérire l'Univers
omme étant prohe d'un modèle de Friedmann, ave de petites perturbations
dans la métrique et la distribution de matière. Cette desription semble éhouer,
sur les petites éhelles, à dérire l'Univers tardif [140, 141℄, mais nous pouvons
suivre les modes de la bakreation issus de ette théorie de perturbations entre le
fond de rayonnement et aujourd'hui, sans préjuger de l'existene (ou non) d'autres
modes. Plaçons-nous don dans un Univers rempli d'un uide parfait irrotationel
de poussière. An de respeter la forme de la métrique adoptée jusqu'ii, (9.1.2)
ave N ≡ 1, nous onsidérerons les perturbations dans la jauge synhrone :
ds2 = −dt2 + a2(t) ((1− 2Ψ)δij +Dijχ) dxidxj , (9.2.13)
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Fig. 9.2.1  Espae des solutions en lois de puissane dans le plan (ΩDm, q
D). Chaque
solution, indexée par une valeur de r, orrespond à une droite passant par le modèle
friedmannien d'Einstein-de Sitter plat (1, 1/2). La ligne vertial orrespondant à
(1, qD) n'est pas assoiée à une solution au problème de bakreation. Elle est en
fait dégénérée sur le point (1, 1/2).
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où Ψ et χ sont les perturbations salaires de la métrique et Dij ≡ ∂i∂j − 13δij∆, ∆
étant le laplaien standard de l'espae eulidien à trois dimensions. On déompose
également la densité d'énergie du uide en une partie d'ordre 0 homogène ρ¯ et une
perturbation d'ordre 1, δρ. Les solutions de e modèle perturbatif sont onnues et
sont données par [139℄ :
Ψ(t, ~x) = A(~x)t2/3 +B(~x)t−1 + ζ(~x) (9.2.14)
χ(t, ~x) = C(~x)t2/3 + E(~x)t−1 . (9.2.15)
A, B, C, E et ζ sont des onstantes d'intégration reliées aux onditions initiales,
et qui vérient :
A = −1
6
∆C , B = −1
6
∆E et ζ =
5
9
a20
t
4/3
0
C . (9.2.16)
Notons qu'elles sont en relation ave le hamp gravitationnel non osmologique ϕ
déni par ∆ϕ(~x) = 4πGa2δρ :
ϕ(~x) = −3
5
ζ(~x) = − a
2
0
3t
4/3
0
C(~x) . (9.2.17)
Notons enn que le fateur d'éhelle friedmannien a obéit à :
a(t) = a0
(
t
t0
)2/3
. (9.2.18)
Grâe à ette solution, nous pouvons déduire l'évolution de la bakreation et
de la ourbure moyenne.
9.2.3 Calul au premier ordre
Au premier ordre, l'élément de volume riemannien J prend la forme :
J = a3(1− 3Ψ) . (9.2.19)
Si l'on onsidère une grandeur G(0) d'ordre 0, 'est une pure fontion du temps,
don sa moyenne est naturellement donnée par sa valeur. Pour une grandeur du
premier ordre G(1), d'après (9.2.19), on a, au premier ordre :
〈
G(1)
〉
D ≡
∫
DG
(1)Jd3x∫
D Jd
3x
=
∫
D G
(1)d3x∫
D d
3x
. (9.2.20)
Si l'on note 〈G〉E la moyenne eulidienne de G, on a don :
〈
G(1)
〉
D = 〈G(1)〉E, si
bien que la perturbation dans l'élément de volume ne joue auun rle au premier
ordre.
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Les grandeurs loales qui nous intéressent s'érivent de plus, dans la jauge
synhrone, au premier ordre :
θ = 3
a˙
a
− 3Ψ˙ (9.2.21)
σij =
1
2
Dijχ˙ (9.2.22)
R = 12Ψ¨ + 18
a˙
a
Ψ˙ . (9.2.23)
Notons que R est une quantité du premier ordre, don :
〈R〉(1)D = 〈R〉E =
16〈A〉E
3t4/3
+
12〈B〉E
t3
, (9.2.24)
De plus, σijσ
j
i et 〈(θ − 〈θ〉D)2〉D sont des quantités du seond ordre, don on a :
Q(1)D = 0 (9.2.25)
au premier ordre.
Notons que 〈R〉(1)D possède deux ontributions qui, d'après (9.2.18) sont res-
petivement proportionnelles à a−2 et a−9/2, si bien qu'au premier ordre le terme
dominant orrespond à une simple ourbure onstante friedmannienne. De plus,
d'après (9.2.16), les onstantes 〈A〉E et 〈B〉E peuvent se réérire, en terme de C et
de E omme des termes de surfae, 'est-à-dire omme des intégrales sur le bord
∂D du domaine D.
9.2.4 Calul au deuxième ordre
A priori, il peut paraître diile de aluler les orretions dues à la bakrea-
tion au seond ordre, ar la détermination de la solution pour les perturbations au
seond ordre met en jeu des aluls longs et diiles. Heureusement, pour aluler
les termes moyennés 〈R〉D et QD, nous allons voir qu'il sut de onnaître la so-
lution au premier ordre. Une analyse des moyennes montre qu'au deuxième ordre,
on a : 〈
G(1)
〉
D = 〈G(1)〉E − 3〈ΨG(1)〉E + 3〈G(1)〉E〈Ψ〉E (9.2.26)〈
G(2)
〉
D = 〈G(2)〉E , (9.2.27)
oùG(1) etG(2) sont des quantités du premier et du deuxième ordres respetivement.
En déomposant : θ = θ(0) + θ(1) + θ(2), et en utilisant (9.2.26), on a alors :〈
θ2
〉
D − 〈θ〉
2
D = 〈θ(1)2〉E − 〈θ(1)〉2E . (9.2.28)
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De plus, on voit immédiatement que σ2 = 1
8
Dijχ˙D
j
i χ˙ implique uniquement des
produits de grandeurs du premier ordre, ar χ ne possède pas de ontribution
d'ordre 0. Ainsi, on peut aluler QD, qui est du deuxième ordre, en utilisant
uniquement des quantités du premier ordre, puisqu'elle n'est onstituée que de
produits de grandeurs du premier ordre. Tous aluls faits, on trouve :
Q(2)D =
SD1
t2/3
+
SD2
t7/3
+
SD3
t4
, (9.2.29)
ave :
SD1 =
8
3
(〈A2〉E − 〈A〉2E)− 19〈DijCDjiC〉E (9.2.30)
SD2 = −8 (〈AB〉E − 〈AB〉E − 〈A〉E〈B〉E) +
1
3
〈DijCDjiE〉E (9.2.31)
SD3 = 6
(〈B2〉E − 〈B〉2E)− 14〈DijEDjiE〉E . (9.2.32)
En utilisant les relations (9.2.16), on peut, par une série d'intégrations par partie,
et en notant que ∂∂D = 0, 'est-à-dire que le bord de D n'a pas de bord, montrer
que SD1 , S
D
2 et S
D
3 se réduisent à des intégrales sur le bord ∂D de D. De plus,
omme l'on a (9.2.18), on voit que QD présente trois ontributions :
 elle impliquant "l'autoorrélation" des modes roissants, SD1 , évolue en a
−1
;
 elle impliquant "l'autoorrélation" des modes déroissants, SD3 , évolue en
a−6 ;
 elle impliquant la "orrélation roisée" des modes roissants et déroissants,
SD2 , évolue en a
−7/2
.
Il nous faut maintenant aluler 〈R〉D au seond ordre ; ependant, omme
R = −θ2 − 4θ˙ − 3KijKji , le deuxième terme, θ˙, introduit une dépendane dans le
deuxième ordre, θ(2) de θ, et nous ne pouvons plus, a priori, nous ontenter d'uti-
liser uniquement les perturbations au premier ordre. Heureusement, la ondition
d'intégrabilité (9.1.39) est une relation non perturbative, qui, étant linéaire dans
les solutions QD et 〈R〉D, est a fortiori vraie à l'ordre 2. Comme nous onnaissons
Q(2)D , il nous sut don d'utiliser (9.1.39) pour déterminer 〈R〉(2)D . Pour ela, il nous
faut HD au premier ordre. Comme θ = 3a˙/a− 3Ψ˙ au premier ordre, on a
HD =
a˙D
aD
=
a˙
a
− 〈Ψ˙〉E , (9.2.33)
au premier ordre. Soit, toujours au premier ordre :
a˙D
aD
=
2
3t
− 2
3t1/3
〈A〉E + 3〈B〉E
t2
; (9.2.34)
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d'où l'on déduit, au premier ordre :
aD
aD0
=
t
2/3
0
a0
(
(1 + 〈A〉Et2/30 + 〈B〉Et−10 )a−
〈A〉Et2/30
a0
a2 − a
3/2
0 〈B〉E
t0
a−1/2
)
.
(9.2.35)
En utilisant (9.1.39), on obtient alors une équation diérentielle d'ordre 1 pour
〈R〉(2)D , qui, une fois résolue, donne :
〈R〉(2)D =
αD1
t2/3
+
αD2
t4/3
+
αD3
t7/3
+
αD4
t3
+
αD5
t4
. (9.2.36)
Les αDi sont des onstantes qui dépendent des A, B, C et E, mais également, pour
α2, d'une onstante d'intégration qui n'est pas déterminée par ette méthode. Les
parties dépendant des A, B, C et E peuvent enore s'érire omme des termes de
bord (intégrales sur ∂D).
Si l'on résume les résultats présentés i-dessus, nous pouvons don érire qu'au
seond ordre de la théorie de perturbations, on a :
QD = S
D
1
t2/3
+
SD2
t7/3
+
SD3
t4
(9.2.37)
〈R〉D =
αD1
t2/3
+
(
αD2 +
16〈A〉E
3
)
1
t4/3
+
αD3
t7/3
+
αD4 + 12〈B〉E
t3
+
αD5
t4
.(9.2.38)
On voit don que seuls les termes en t−4/3 et t−3 reçoivent des ontributions
d'ordre 1, les autres termes étant d'ordre 2. On onstate que l'un des modes évolue
en a−1, don déroit plus lentement que la densité de matière : au ours de l'ex-
pansion, la bakreation aquiert de plus en plus d'importane ; ependant, il faut
noter que dans e alul perturbatif, le oeient de e mode est d'ordre deux,
don plus faible que le oeient pour la densité de matière, qui est d'ordre 0.
Aux temps longs, on peut négliger les autres modes et érire :
QD ∼ S
D
1
a
, (9.2.39)
et, d'après le développement de aD (9.2.35), SD1 étant d'ordre 2 :
QD ∼ S
D
1 aD0
t
2/3
0 aD
. (9.2.40)
Le développement perturbatif entraîne don l'apparition d'un terme déroissant
moins vite que la densité de matière dans le modèle eetif moyenné de l'Univers
tardif : la bakreation est un eet qui pourrait avoir un eet non négligeable
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dans le adre d'une osmologie de haute préision (f [139℄ pour une disussion
sur le lien entre les onstantes et les observables physiques). Enn, nous avons vu
que les onstantes de e modèle se réduisent à des termes de bord, e qui n'est
pas le as pour un traitement totalement non perturbatif de la bakreation. En
eet, ette propriété est une réminisene de e qui se passe dans l'approxima-
tion newtonienne [142℄, et vient de e que l'élément de volume friedmannien se
réduit à l'élément de volume eulidien. Dans le as général, les termes intégrés ne
peuvent s'érire omme des divergenes pures ('est la diérene entre la diver-
gene de la vitesse ui,i qui intervient dans le formalisme newtonien, et la trae
de la ourbure extrinsèque Kij , qui la "remplae" en Relativité Générale). Pour
larier e point, il serait intéressant de traiter les ordres supérieurs, pour lesquels
"l'astue" utilisée ii, onsistant à aluler les grandeurs à l'ordre 2 uniquement
grâe aux perturbations à l'ordre 1 et à la ondition d'intégrabilité, ne peut plus
être appliquée ; l'exploration de ertaines méthodes non perturbatives pourrait
aussi onstituer un élément intéressant. Pour onlure ette disussion du modèle
perturbatif, alulons la fontionnelle de Kullbak-Leibler (9.1.47) au deuxième
ordre. En ne onsidérant que les modes roissants pour une raison de simpliité,
on trouve, tous aluls faits :
S = β1t
7/3 + β2t
4/3
. (9.2.41)
C'est don bien une fontion roissante : la struturation de l'Univers agit ainsi
omme une soure de non-ommutativité.
9.3 Energie sombre et bakreation
Les deux phénomènes qualitativement les plus importants dans l'Univers tar-
dif sont la formation (non linéaire) des strutures osmologiques, et la faiblesse
du ux lumineux nous parvenant des Supernovae de type 1a lointaines, faiblesse
interprétée, dans le adre des modèles de Friedmann, omme un eet de l'aélé-
ration de l'expansion. Il est don tentant d'essayer de relier es deux phénomènes ;
d'autant plus que si la struturation de l'Univers était responsable de l'aéléra-
tion de l'expansion (vraie ou apparente), le problème de la oïnidene, que nous
avons signalé dans la première partie, serait résolu de fato. Exhiber une origine
lassique au problème de l'énergie sombre permettrait également de s'abstraire du
reours à des soures "exotiques", souvent phénoménologiques, ne respetant pas
les onditions d'énergie.
Dans ette famille de raisonnements, il existe deux approhes assez diérentes,
de part leurs buts et leurs moyens. La première façon d'aborder le problème de
l'énergie sombre dans les osmologies inhomogènes onsiste à tenter de rendre
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ompte des observations sans invoquer une aélération de l'expansion. Les pho-
tons qui nous parviennent des galaxies lointaines traversent en eet l'Univers loal
qui est aujourd'hui inhomogène, sur des éhelles plus petites qu'environ 100 Mp
(f setion 2.1.1 dans la première partie). Les modiations apportées à la dis-
tane de luminosité par la présene de es inhomogénéités pourraient alors être
responsables des eets observés sur la relation magnitude/déalage vers le rouge.
Une étude détaillée de l'eet des utuations sur la distane de luminosité [143℄
a montré qu'à l'ordre linéaire de la théorie de perturbations, une telle expliation
n'était pas possible. Cependant, l'Univers loal présente des strutures qui sont
déjà dans le régime d'eondrement non linéaire. C'est pourquoi un traitement non-
perturbatif a été tenté. Une façon ommode de traiter l'Univers loal sans passer
par un modèle de Friedmann perturbé onsiste à lever l'hypothèse d'homogénéité
et à onsidérer un Univers loal à symétrie sphérique autour de l'observateur. Cela
mène à l'étude des solutions de Lemaître-Tolman-Bondi [144, 145℄ dans un Univers
rempli d'un uide de poussière. Cette étude a montré qu'il était possible d'imiter
un eet d'aélération par la présene d'inhomogénéités [146, 147, 148, 149, 150℄.
Cependant, de tels modèles inhomogènes doivent naturellement mener à des eets
de natures diérentes sur diérentes observations. Par exemple, il est diile de
voir omment ils pourraient inuer de façon onordante sur la distane de lumi-
nosité et la distane angulaire, de sorte à rendre ompte des diérentes mesures
qui supportent l'existene d'une phase d'expansion aélérée. De plus, es modèles
présentent plus de paramètres libres que le modèle standard ave une onstante
osmologique. Le fait qu'ils puissent expliquer une observation au moins aussi bien
que le modèle standard n'est don pas très surprenant. C'est pourquoi leur test
ruial sera l'élaboration, dans e adre, d'une sorte de modèle de onordane.
L'autre approhe est diretement inspirée des osmologies inhomogènes moyen-
nées dont nous traitons ii. Ces osmologies, rappelons-le, retiennent du modèle
standard son prinipe le plus marquant : l'homogénéité de l'Univers aux grandes
éhelles. Nous l'avons vu, ela permet de onstruire un modèle eetif homogène
sous la forme d'un système dynamique pour les propriétés intégrales de la osmo-
logie. Plus suintement, ela revient à dénir un fateur d'éhelle eetif et à en
étudier la dynamique. Dans es modèles, l'aélération de l'expansion est réelle ;
elle est simplement due au fait que l'on hoisit de dérire notre Univers à l'aide
d'un modèle homogène alors qu'il est inhomogène en réalité : le ot géodésique
loal peut être tel qu'en haque point, le taux d'expansion loal déélère, tout
en onduisant à un modèle eetif homogène en expansion aélérée. C'est en e
sens que l'argument, souvent avané, selon lequel ette aélération dans les mo-
dèles homogènes eetifs n'est pas physique [151℄ est inapproprié : l'argument de
ontradition est exatement le oeur de la méthode. Déider du aratère phy-
sique ou non d'un eet paraît douteux dans e ontexte : le modèle de Friedmann
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est-il physique ? Il suppose la parfaite homogénéité pour dérire la dynamique
d'un objet qui est manifestement plus omplexe. Au ontraire, les modèles ee-
tifs moyennés proposent une proédure expliite de onstrution d'un modèle des
grandes éhelles de l'Univers, modèle qui est en prinipe testable, et qui permet,
qui plus est, d'intégrer les modèles de Friedmann dans un adre plus large. Savoir
si la bakreation est eetivement responsable de l'aélération est un autre pro-
blème, d'ordre quantitatif (en bref, a-t-on QD > 4πG 〈ρ〉D dans l'Univers tardif),
mais nous avons vu que même dans un traitement perturbatif ette bakreation
est bien présente ; bien que faible, elle exhibe dès l'ordre 2, 'est-à-dire dès le
premier ordre auquel elle apparaît, un omportement non trivial qui la fait dé-
roître moins vite que la densité moyenne de matière. C'est pourquoi il apparaît
important d'étudier et eet : même s'il ne doit pas mener à une expliation de
l'énergie sombre, il permet de omprendre la struture d'un modèle homogène, et
d'en tester les hypothèses. Une remarque plus pertinente à mon sens onerne le
problème de jauge. Toujours dans [151℄, et plus réemment dans [152℄, les auteurs
ont avané qu'une bakreation importante pouvait être un artefat dû au hoix
de oordonnées omobiles. Intuitivement, on peut omprendre ela si l'on se rap-
pelle que l'invariane de la Relativité Générale sous les diéomorphismes permet
de dérire l'espae-temps dans n'importe quel jeu de oordonnées. Par exemple, un
espae-temps eulidien est aratérisé par un tenseur de Riemann identiquement
nul : Rµνρσ ≡ 0, et non par une métrique plate : si les oordonnées xµ rendent
la métrique plate, on peut trouver des oordonnées eµ quelonques telles que dans
es nouvelles oordonnées, la métrique prenne une forme non apparement plate,
mais on aura toujours Rµνρσ ≡ 0. Pour notre problème on a de même des u-
tuations qui peuvent apparaître omme des modes dus au hoix de oordonnées.
Par onséquent, la bakreation, qui est un eet des utuations, peut être forte
dans des oordonnées partiulières, alors qu'elle est faible dans un autre système.
Jusque là, la remarque des auteurs de [151℄ et [152℄ est tout à fait fondée, et leur
résultat physiquement lair : les oordonnées omobiles sont un hoix partiulier
de oordonnées ; si l'on avait hoisi le feuilletage maximal souvent utilisé en Re-
lativité numérique [153℄ et dans lequel Kij ≡ 0, la bakreation aurait été nulle.
Cependant, il faut rappeller que l'énergie sombre, en tant qu'elle est interprétée
omme due à l'aélération de l'expansion, est un eet qui trouve sa plae et son
sens physique dans le modèle standard de la osmologie, qui repose lui-même sur
les Univers de Friedmann. Or, es derniers sont représentés dans des oordonnées
orrespondant à un ensemble d'observateurs omobiles. Dès lors, en quoi l'aé-
lération dans les modèles moyennés serait-elle non physique ar due à un hoix
de oordonnées ? Peut-être est-elle justement due au fait que l'on singularise des
observateurs omobiles dans un Univers inhomogène qui hoisissent de dérire e
dernier ave un modèle homogène aux grandes éhelles. Une observation, omme
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l'énergie sombre, peut n'être qu'un eet de oordonnées ; il n'y a là auune ontra-
dition apparente lorsque l'on préise exatement le programme que l'on poursuit.
L'erreur serait patente seulement si l'aélération était un phénomène réellement
indépendant des oordonnées, e qui, pour une aélération, serait pour le moins
surprenant.
Pour en revenir plus diretement à e problème de l'énergie sombre, il a été
démontré que les utuations plus grandes que le rayon de Hubble ne pouvaient
pas produire d'aélération (elles se somment pour donner une ontribution en
a−2D dans la ontrainte hamiltonienne moyennée) [154, 155, 140℄. De même, omme
nous l'avons vu, jusqu'au seond ordre en théorie des perturbations, l'eet reste
trop faible pour rendre ompte de l'aélération de l'expansion [156, 157, 158, 159℄.
La seule possibilité pour expliquer l'aélération dans le ontexte des osmologies
moyennées reste don un eet des utuations plus petites que l'horizon, le modèle
prenant en ompte les non-linéarités de façon plus satisfaisante que dans la théo-
rie de perturbations ; en fait , un traitement non perturbatif serait sûrement plus
orret : les Univers homogènes eetifs qui sont signiativement diérents d'un
modèle de type friedmannien, dans l'espae des solutions, néessitent une prise en
ompte rigoureuse du ouplage entre ourbure et utuations dans la distribution
de matière. Il n'est pas sûr que la théorie de perturbations permette de rendre
ompte de e ouplage. En fait, on ne sait même pas si ette série est bien dénie,
dans le sens où elle aurait une limite nie à tout temps [141℄ : dès que les pertur-
bations, sous l'eet de l'instabilité gravitationnelle, sont de l'ordre de grandeur des
quantités homogènes, d'une part les développements limités tronqués sont faux,
d'autre part la séparation de la métrique en une partie de fond et une perturbation
pose un réel problème d'interprétation des données.
9.3.1 Prinipe d'une solution
Commençons don par examiner un modèle-jouet [160℄ onstitué de deux ré-
gions homogènes et isotropes de type Friedmann disjointes sans nous préouper
des onditions de raord entre es deux régions
4
. Ce modèle est le plus simple
que l'on puisse imaginer pour modéliser la formation d'une struture : l'une des
régions modélisera une surdensité, et l'autre une sous-densité environnante. Cha-
une de es régions est aratérisée par un fateur d'éhelle (ai)i∈{1,2}, et par un
taux d'expansion (Hi)i∈{1,2}. L'indie 1 désignera la région sous-dense, et l'indie
2 la région surdense. On a don H1 > H2. Le domaine de moyennisation sera pris
égal à l'union des deux régions 1 et 2 ; son volume est don simplement donné par :
VD = a
3
1 + a
3
2 , (9.3.1)
4
Pour une approhe de e genre de raord, voir, dans un autre ontexte,[161℄.
9.3. ENERGIE SOMBRE ET BACKREACTION 153
et le fateur d'éhelle eetif s'érit :
aD = (a31 + a
3
2)
1/3
. (9.3.2)
On peut alors aluler le taux d'expansion et le paramètre de déélération eetifs
de façon purement inématique :
HD =
a31
a31 + a
3
2
H1 +
a32
a31 + a
3
2
H2 = H1(1− v + hv) (9.3.3)
qD = q1
1− v
(1− v + hv)2 + q2
vh2
(1− v + hv)2 − 2
v(1− v)(1− h)2
(1− v + hv)2 , (9.3.4)
où l'on a déni la fration de volume oupé par la région surdense :
v ≡ a
3
2
a31 + a
3
2
, (9.3.5)
et le rapport des taux d'expansion : h ≡ H2/H1 ; enn, qi est le paramètre de
déélération de la région i. On voit que le taux d'expansion eetif est simplement
la moyenne des taux d'expansion dans haque région, pondérée par le volume de
haque région. Le paramètre de déélération, au ontraire, présente, par le biais
du troisième terme, une ontribution non triviale. Si l'on onsidère un ensemble
de N régions, ave N grand, e terme est relié à la variane de la distribution des
taux d'expansion ; il joue exatement le rle physique et mathématique de QD. On
peut remarquer que e terme −2v(1− v)(1−h)2/(1− v+hv)2 est toujours négatif
(orrespondant à QD > 0) et tend don toujours à aélérer l'expansion moyenne.
An de simplier les aluls, nous onsidèrerons que la région sous-dense 1 est
vide. On a alors :
H21 = −
k
a21
, (9.3.6)
ave k < 0, si bien que a1 ∝ t. La région 2, elle, est assimilée à un modèle de
Friedmann à ourbure positive :
H22 =
8πGρ2
3
− k
a22
, (9.3.7)
ave k > 0. La solution de (9.3.7) peut être représentée sous forme paramétrique
en introduisant φ tel que :
t ∝ φ− sinφ et a2 ∝ 1− cosφ . (9.3.8)
φ varie entre 0 et 2π : pour φ = 0, la région 2 est réduite à un point et l'on est à
l'instant initial (Big Bang) ; puis ette région surdense subit une expansion jusqu'à
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e que φ = π, pour ensuite s'eondrer sur elle-même. Ce sénario est singulier en
φ = 2π, mais dans e genre de modèle, on onsidère en général que la struture
en eondrement se stabilise (par des proessus non dérit dans le modèle) lorsque
son rayon est égal à la moitié de son rayon au moment où elle a ommené à
s'eondrer, 'est-à-dire pour φ = 3π/2. On peut alors érire :
h =
(φ− sinφ) sinφ
(1− cos φ)2 (9.3.9)
v =
π3f2(1− cos φ)3
π3f2(1− cos φ)3 + 8(1− f2(φ− sin φ)3) , (9.3.10)
où f2 représente la fration d'espae dans la région surdense 2 au moment où
la struture ommene à s'eondrer : f2 = v(φ = π). La gure 9.3.1 montre
l'évolution de qD et des densités adimensionnées pour e modèle, ave f2 = 0.3. On
voit que le modèle eetif homogène ommene à aélérer lorsque la zone surdense
ommene à se ontrater (φ ∼ π). Cela s'explique ar, lorsque ette zone se
ontrate, la fration de volume qu'elle oupe, v, diminue, donnant de plus en plus
d'importane à la zone sous-dense. Simultanément, la ourbure moyenne s'inverse,
passant de positive à négative ('est-à-dire ΩDR passant de valeurs négatives à des
valeurs positves) ; la région sous-dense domine alors l'expansion moyenne ; dans
le même temps, la bakreation se stabilise ar la variane du taux d'expansion
augmente, ontrebalançant l'eet de volume.
Cela suggère don un méanisme général pouvant expliquer l'aélération dans
les modèles moyennés plus généraux : bien que l'expansion loale déélère en haque
point, l'expansion moyenne peut aélérer à ondition que la fration de volume
oupé par les vides deviennent susamment importante. Plus il y a de diérene
de taux d'expansion entre les zones sous-denses et les zones surdenses, plus le
volume relatif oupé par les zones sous-denses (dont l'expansion est la plus rapide)
roît rapidement, expliquant l'aélération. Cependant, les régions sous-denses ne
doivent pas être en expansion trop rapide, sans quoi elles oupent rapidement
la quasi-totalité du volume, avant que l'eet des régions surdenses ait pu être
ressenti. On voit sur la gure 9.3.2 que dans le modèle à deux zones, l'aélération
se produit lorsque la fration de vide a atteint environ 70%. Si l'on varie le seul
paramètre libre du modèle, 'est-à-dire f2, ette valeur reste stable ; f gure 9.3.3.
Bien entendu, l'Univers réel n'est pas rédutible à e modèle à deux zones.
Cependant, nous avons pu omprendre qu'il existe un lien fort entre la fration
de volume oupé par les zones sous-denses et le phénomène d'aélération. Il
serait intéressant de savoir si la fration de 70%, universelle pour le modèle à
deux zones, persiste pour des modèles plus ompliqués et plus réalistes. De toute
façon, le méanisme que nous avons dérit i-dessus semble robuste, et même si
la fration de vides néessaire pour produire l'aélération s'avérait diérente de
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Fig. 9.3.1  Figure de gauhe : évolution du paramètre de déélération qD en fon-
tion de φ pour le modèle à deux zones ; gure de droite : évolution des paramètres
adimensionnés pour le modèles à deux zones en fontion de φ : ΩDm est représenté
par le trait en pointillés ourts, ΩDQ est en trait plein, et Ω
D
R en pointillés longs.
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Fig. 9.3.2  Fration de volume oupé par la région vide en fontion de φ dans
le modèle à deux zones.
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Fig. 9.3.3  Fration de vide (gauhe) et paramètre de déélération (droite) en
fontion de φ pour le modèle à deux zones. En trait plein : f2 = 0.5 ; en pointillés :
f2 = 0.4 ; en points-longs pointillés : f2 = 0.3 ; en points-pointillés : f2 = 0.2 ; en
points- pointillés ourts : f2 = 0.1.
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70%, l'estimation de la fration de vides dans le passé prohe de notre Univers
apparaît omme un test ruial des modèles de bakreation. Les estimations de
la fration de vides dans l'Univers tardif ne sont pas toutes onordantes, mais
plaent elle-i entre 0.6 et 1 [162, 163, 164℄ ; si notre estimation simple de 70%
néessaire pour produire une phase d'expansion aélérée s'avérait valable pour des
modèles plus réalistes, es bornes rendraient don l'expliation de l'énergie sombre
par la bakreation tout à fait plausible.
Remarquons, pour onlure sur et exemple que la bakreation est très faible
dans le modèle orrespondant à la gure 9.3.1, bien que le modèle soit très diérent
du modèle standard, essentiellement à ause de la ourbure moyenne. Le fait qu'une
bakreation faible puisse avoir un impat important sur la osmologie avait déjà
été remarqué pour des modèles newtoniens [165℄ ; ei est d'autant plus vrai lorsque
la bakreation est ouplée à la ourbure moyenne.
9.3.2 Le morphon
Les termes de utuations QD et de ourbure moyenne 〈R〉D jouent le rle de
soures pour la dynamique du fateur d'éhelle dans le système (9.1.34)-(9.1.36).
Traditionnellement, du moins dans les modèles les plus simples, lorsque l'on étu-
die l'énergie sombre dans les Univers de Friedmann, elle-i est dérite soit par
une onstante (la onstante osmologique), soit par un hamp salaire phénomé-
nologique baptisé quintessene, dont nous avons parlé dans la première partie
de et ouvrage (voir entre autres, dans la foisonnante littérature sur le sujet :
[166, 167, 168, 51, 169, 170℄). L'étude du modèle à deux zones, dans la sous-setion
préédente, a permis de dégager quelques aratéristiques d'une aélération due à
la bakreation ; le lien ave la formation des strutures favorise un modèle dyna-
mique pour l'énergie sombre : l'amplitude des termes de soure doit a priori varier
ave le temps, puisque la struturation de l'Univers est elle-même un phénomène
dynamique. Si l'on pense que la façon orrete de dénir un modèle homogène pour
l'Univers passe par la dénition de propriétés intégrales, don par l'utilisation du
système (9.1.34)-(9.1.36), ela indique une possible réinterprétation du hamp de
quintessene omme un hamp moyen dû à la roissane des utuations dans la
géométrie et la distribution de matière à grande éhelle. Nous allons don étu-
dier la orrespondane que l'on peut établir entre les soures QD et 〈R〉D et un
hamp salaire eetif. Cette orrespondane a été proposée et étudiée dans [135℄ ;
le hamp salaire eetif est appelé morphon dans le sens où il traduit l'eet sur
le modèle homogène de la struture spatiale de la distribution de matière et de
géométrie, don la forme de l'espae-temps à des éhelles inférieures à l'éhelle
de moyennisation. Cette orrespondane présente l'avantage de fournir une origine
physique laire aux hamps phénoménologiques de quintessene ; par exemple, elle
permet de déterminer l'éhelle d'énergie du potentiel de quintessene en fontion
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de grandeurs diretement reliées à la struturation de l'Univers, ainsi que la na-
ture de e hamp salaire ('est-à-dire le signe de son terme inétique). Enn, une
fois la orrespondane établie, tout l'eort de reonstrution du hamp salaire de
quintessene à partir des observations [171, 172, 173℄ peut être diretement utilisé
pour ontraindre la bakreation inématique et la ourbure moyenne du modèle
eetif moyenné.
Dénition et propriétés du morphon
Dérivons don les soures du système (9.1.34)-(9.1.36) :
ρDeff = 〈ρ〉D −
1
16πG
(QD + 〈R〉D) (9.3.11)
pDeff =
1
16πG
(
1
3
〈R〉D −QD
)
, (9.3.12)
sous la forme :
ρDeff ≡ 〈ρ〉D + ρDΦ , pDeff ≡ pDΦ , (9.3.13)
où :
ρDΦ =
ǫ
2
Φ˙2D + UD(ΦD) , p
D
Φ =
ǫ
2
Φ˙2D − UD(ΦD) . (9.3.14)
Les équations (9.3.13) et (9.3.14) onstituent une dénition du morphon ΦD muni
du potentiel UD(ΦD) ; ǫ vaut 1 ou -1, an que le morphon puisse représenter un
hamp salaire standard, ou un fantme dont le terme inétique est négatif. Par
l'identiation des soures (9.3.11)-(9.3.12) et de la dénition du morphon (9.3.13),
on a alors :
− 1
8πG
QD = ǫΦ˙2D − UD (9.3.15)
− 1
8πG
〈R〉D = 3UD . (9.3.16)
Ainsi, la ourbure moyenne est diretement reliée, par une simple proportionna-
lité, au potentiel du hamp salaire eetif. En insérant (9.3.15)-(9.3.16) dans la
ondition d'intégrabilité (9.1.39), on trouve l'équation d'évolution pour le hamp
salaire :
Φ¨D + 3HDΦ˙D + ǫ
dUD
dΦD
= 0 . (9.3.17)
La dynamique du fateur d'éhelle eetif aD et des hamps est alors exatement
elle d'un modèle de Friedmann en présene d'un uide de poussière et d'un hamp
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salaire minimalement ouplé :
H2D =
8πG
3
(
〈ρ〉D +
ǫ
2
Φ˙2D + UD(ΦD)
)
(9.3.18)
a¨D
aD
=
4πG
3
(
−〈ρ〉D − 2ǫΦ˙2D + 2UD(ΦD)
)
(9.3.19)
∂t 〈ρ〉D + 3HD 〈ρ〉D = 0 (9.3.20)
Φ¨D + 3HDΦ˙D + ǫ
dUD
dΦD
= 0 . (9.3.21)
On peut, dans ette approhe, reformuler le lien que nous avons déjà signalé, lors
de la présentation de la fontionnelle de Kullbak-Leibler (9.1.47), entre état hors
de l'équilibre et bakreation. En eet, le hamp salaire ΦD suggère une dénition
simple des énergies inétique et potentielle assoiées à la bakreation :
EDk ≡
ǫ
2
Φ˙2DVD et E
D
p ≡ −UDVD . (9.3.22)
Le rapport de l'énergie inétique à l'énergie potentielle est alors donné par :
EDk
EDp
= −1
2
(
1 + 3
QD
〈R〉D
)
; (9.3.23)
on voit qu'en l'absene de bakreation (tant que 〈R〉D 6= 0), on retrouve une
ondition du viriel : EDp + 2E
D
k = 0 pour le domaine autogravitant D, et la
bakreation s'identie don à une déviation de l'équilibre sur e domaine. Les
modèles de Friedmann orrespondent par e biais à une ondition du viriel sa-
tisfaite à toutes les éhelles.
Un exemple de reonstrution : les lois de puissane.
An d'illustrer l'émergene naturelle des hamps salaires osmologiques lors
de la moyennisation des osmologies inhomogènes, nous allons reonstruire expli-
itement le morphon issu des solutions en lois de puissane étudiées en 9.2.1., en
nous limitant aux solutions ouplées du type (9.2.4) :
QD = r 〈R〉D = rRDian(r)D ave n(r) = −2
1 + 3r
1 + r
. (9.3.24)
Grâe à (9.3.15)-(9.3.16), on peut érire :
Φ˙2D = −ǫ
RDi
8πG
(
r +
1
3
)
a
n(r)
D (9.3.25)
UD = − RDi
24πG
a
n(r)
D . (9.3.26)
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Cette orrespondane dénit don un morphon ayant un potentiel positif pour
RDi < 0 ; de plus, e morphon est un hamp salaire réel (as que nous onsi-
dèrerons par la suite) pour ǫRDi(r + 1/3) < 0. Si RDi < 0, le morphon est un
hamp salaire standard si r > −1/3, et un fantme si r < −1/3 ; au ontraire,
pour RDi > 0, le hamp est standard pour r < −1/3, et 'est un fantme pour
r > −1/3. L'inversion du système (9.3.25)-(9.3.26) an de reonstruire le potentiel
passe par l'intégration de la première équation an de trouver ΦD(aD) :
ΦD(aD) =
2
√
ǫ(1 + 3r)(1 + r)
(1− 3r)√πG arsinh
(√
−(1 + r)RDi
16πG〈ρ〉Di
a
(1−3r/(1+r))
D
)
=
√−2ǫn(r)
(n(r) + 3)
√
πG
arsinh
(√
(1 + r)γDiRma
n(r)+3
D
)
, (9.3.27)
où l'on a déni la fration initiale de densités de ourbure et de matière : γDiRm ≡
ΩDiR /Ω
Di
m . Cette relation impose que r 6= −1 et r 6= −1/3. Le as r = −1/3
orrespond en fait à une onstante osmologique eetive ΛD, omme on peut le
voir dans (9.3.25) où alors Φ˙2D = 0. Le as r = −1 est dégénéré, omme nous
l'avons signalé dans le setion 9.2.1, puisqu'il orrespond à une annulation de la
bakreation et de la ourbure moyenne. Le potentiel du hamp salaire s'érit
nalement :
UD(ΦD) =
−(1 + r)RDi
24πG
(
(1 + r)γDiRm
)2 (1+3r)
(1−3r)
sinh
−4 (1+3r)
(1−3r)
(
(1− 3r)√πG√
ǫ(1 + 3r)(1 + r)
ΦD
)
=
2(1 + r)
3
(
(1 + r)γDiRm
) 3
(n+3) 〈ρ〉Di sinh
2n
(n+3)
(
(n+ 3)√−ǫn
√
2πGΦD
)
.(9.3.28)
Dans e modèle simple, l'éhelle d'énergie du potentiel (9.3.28) est déterminée
par les onditions initiales sur la densité d'énergie moyenne 〈ρ〉Di et la ourbure
moyenne RDi , faisant expliitement le lien entre le moment où se produit l'aé-
lération et la distribution des inhomogénéités dans l'Univers. Le as r = 1/3 est
exlu de ette reonstrution ; il orrespond en fait à n = −3, 'est-à-dire à un
Univers de Einstein-de Sitter eetif ave une densité de matière renormalisée à
l'instant initial : 〈ρ〉Di − RDi/36πG. Notons que e type de potentiel est onnu
dans les sénarios de quintessene [168, 174, 175℄. La dérivation du potentiel pré-
édente supposait que la densité de matière n'était pas nulle ; dans le as ontraire,
la reonstrution du potentiel mène à :
UD(ΦD) = −−RDi
24πG
exp
(
−4
√
ǫ(1 + 3r)
1 + r
√
πGΦD
)
. (9.3.29)
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Fig. 9.3.4  Espae des solutions en lois de puissane, identique à la gure 9.2.1,
ave la forme des potentiels du morphon assoié à haque as.
Au fateur de normalisation (1 + r)
(
(1 + r)γDiRm
)2(1+3r/(1−3r))
près, qui traduit la
présene de matière, 'est exatement le potentiel (9.3.28) dans la limite ΦD →
+∞. La diérene entre les potentiels (9.3.28) et (9.3.29) nous indique don om-
ment la présene de matière aete le morphon : elle modie l'éhelle d'énergie
du potentiel, et hange le omportement dynamique du morphon quand le volume
du domaine D est petit (la limite ΦD → +∞ orrespond à aD → +∞ d'après la
formule (9.3.27)). Au ontraire, lorsque le domaine est devenu grand, la dynamique
du morphon rejoint sa dynamique dans le vide, e qui orrespond bien au fait que
la densité de matière a été diluée par l'expansion. Les modèles de hamps salaires
dénis par (9.3.28) orrespondent à une répartition onstante de l'énergie entre
énergies inétique et potentielle :
EDk + ǫ
1 + 3r
2
EDp = 0 , (9.3.30)
et l'équation d'état du morphon est également onstante :
wDΦ = −
1
3
1− 3r
1 + r
= −1
3
(n(r) + 3) ; (9.3.31)
on a wDΦ < −1/3 (don aélération possible) si et seulement si r ∈]− 1; 0[.
La gure 9.3.4 est une reprise de la gure 9.2.1, où l'on a rajouté le type de
hamp salaire orrespondant à haun des as suivants :
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 Cas A : pour r ∈ [−1;−1/3], le hamp salaire est un fantme (ǫ = −1)
s'éhappant d'un potentiel de la forme UD ∝ sinhβ(αΦD), ave β > 0. Ces
modèles peuvent produire une expansion aélérée.
 Pour r = −1/3, le modèle orrespond à la présene d'une onstante osmo-
logique eetive, dépendant de l'éhelle : ΛD = QDi = −RDi/3.
 Pour r > −1/3, le hamp salaire est standard (ǫ = +1), et l'on a les
diérents as :
 Cas B : pour r ∈] − 1/3; 0[, le potentiel est de la forme sinhα1(ΦD), ave
α1 ∈] − 4; 0[ ; es modèles orrespondent à des hamps de quintessene
qui peuvent produire une expansion aélérée. Au début de l'évolution,
lorsque ΦD ∼ 0, le potentiel est assimilable à un potentiel de Ratra-Peebles
UD ∝ Φ−α2D , ave α2 = 4(1+3r)/(1−3r). Lorsque le hamp devient grand,
le potentiel devient une exponentielle : UD ∝ exp(−α3ΦD), ave α3 =
2
√
(1 + 3r)/(1 + r). Ce genre de potentiel ne soure pas ii du problème
posé par la nuléosynthèse aux potentiels exponentiels habituels [176, 166℄,
dans la mesure où il émerge durant l'ère dominée par la matière à ause
de la moyennisation.
 Cas C : pour r ∈]0; 1/3[, le potentiel est toujours de la forme sinhα4(ΦD),
mais ave α4 < −4, si bien que le potentiel est trop pentu pour produire
de l'aélération.
 Pour r = 1/3, le modèle orrespond à un Univers de Einstein-de Sitter
ave une densité de matière renormalisée.
 Cas D : pour r > 1/3, le potentiel s'érit UD ∝ sinhα5 , ave α5 > 4, et le
modèle ne produit pas d'aélération.
 Cas E : pour r<-1, le hamp salaire, qui est standard, desend le long
d'un potentiel négatif non borné inférieurement. Ce type de hamp salaire
est pathologique lorsqu'il est onsidéré omme un hamp fondamental, mais
ii, le hamp est eetif, et ne présente don pas, a priori, de problème
d'instabilité. Enn, les quatre as préédents orrespondaient à une ourbure
moyenne négative,RDi < 0, alors que e dernier as se produit pourRDi > 0.
Signalons enn que tous les modèles ave r < 0 orrespondent à une bakrea-
tion positive QD > 0, alors que pour r > 0 on a QD < 0 : autrement dit, pour un
taux de onversion r entre la ourbure et la bakreation négatif, les utuations
sont dominées par les utuations d'expansion, alors que dans le as ontraire,
elles sont dominées par le isaillement.
9.3.3 Observables : quelques onsidérations
Le système (9.1.34)-(9.1.36) nous donne l'évolution temporelle du fateur d'éhelle
eetif aD aratérisant les propriétés dynamiques du domaine D onsidéré omme
homogène. Nous avons, jusqu'à présent étudié un ertain nombre de es proprié-
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tés dynamiques, et nous avons vu, sur un exemple simple mais élairant, que
la fration de vide dans le domaine D était un paramètre important pour ette
dynamique, notamment pour expliquer l'expansion aélérée. La onstrution du
morphon nous a également montré que tous les types de hamps salaires os-
mologiques étaient en prinipe reprodutibles par les bakreations, fournissant
don une origine physique laire de es hamps salaires. Cependant, il y a une
question fondamentale que nous n'avons pas enore abordée ; 'est elle du statut
des observations astrophysiques dans e adre. Cela pose la question de la façon
dont on envisage la géométrie, 'est-à-dire la façon de mesurer les distanes dans
le ontexte des osmologies inhomogènes moyennées. Puisque nous avons onstruit
un modèle homogène et la dynamique de son fateur d'éhelle aD, il est loisible
de penser que la géométrie de et Univers eetif est donnée par la métrique de
Friedmann-Lemaître-Robertson-Walker ave le fateur d'éhelle aD. Mais, quelle
est alors la ourbure assoiée ? En eet, les modèles de bakreation impliquent
qu'à ause du ouplage entre la bakreation et la ourbure moyenne, ette dernière
évolue, génériquement, de façon diérente d'une ourbure onstante. En d'autres
termes, les rayons lumineux qui nous parviennent des objets distants traversent un
espae-temps inhomogène de ourbure R(t, ~X) ; ette ourbure une fois moyennée,
lorsque l'on hoisit de onsidérer l'Univers inhomogène omme homogène, ne se
réduit pas à une ourbure en kD/a2D. L'analyse faite dans le hapitre 8 a montré
que le lissage, à temps xé, de l'espae menait à une partie spatiale de la métrique
orrespondant à elle d'une métrique de Friedmann-Lemaître-Robertson-Walker.
Une approximation possible du problème observationnel est alors de onsidérer
que :
 l'évolution temporelle du modèle homogène est donnée par (9.1.34)-(9.1.36),
et nous donne don une fontion aD(t) ;
 à haque temps t le domaine D est homogène de ourbure spatialement
onstante kD(t).
Alors, la métrique eetive de l'espae-temps peut être prise égale à :
ds2D = −dt2 +
1
HD0aD0
a2D
(
dr2
1− kD(t)r2 + r
2dθ2 + r2 sin2 θdφ2
)
. (9.3.32)
Il faut insister sur le fait que ette métrique, qui n'est évidemment pas homogène,
n'est pas une solution des équations d'Einstein pour un uide de poussière ho-
mogène de densité 〈ρ〉D. Mais peu importe. Ii, la dynamique est donnée par les
équations (9.1.34)-(9.1.36), les équations d'Einstein étant vériées au niveau mi-
rosopique ('est-à-dire loalement). La métrique (9.3.32) ne sert qu'à aluler
les distanes. On a don un déouplage entre dynamique et géométrie qui trouve
sa soure dans le fait d'avoir foré la desription homogène d'un Univers non-
homogène. L'élément de longueur (9.3.32) est don une presription, inspirée du
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ot de Rii, pour rendre ompte du fait que les photons traversent un Univers in-
homogène. Ainsi, les inhomogénéités jouent ii deux rles distints : elles modient
la dynamique à grande éhelle par l'intermédiaire du système (9.1.34)-(9.1.36), et
elles agissent sur la mesure des distanes à travers la dépendane temporelle non-
triviale introduite dans (9.3.32). Dès lors, quelle presription hoisir pour kD(t) ?
Un hoix raisonnable doit relier ette ourbure onstante spatialement à un temps
donné à la ourbure moyenne vraie 〈R〉D. Deux hoix naturels sont alors pos-
sibles : soit on prend la ourbure friedmannienne (9.1.43) déduite formellement des
équations (9.1.34)-(9.1.36), soit on hoisit de dénir kD(t) omme l'éart de 〈R〉D
à une ourbure friedmanienne : 〈R〉D ∝ kD(t)/a2D. Si l'on fait le premier hoix, kD
ne dépend plus du temps, par dénition, et on perd le ranement inspiré du ot
de Rii. Choisissons don :
kD(aD) ≡ 〈R〉D (aD)| 〈R〉Di |
a2D . (9.3.33)
L'équation des géodésiques pour un rayon lumineux nous parvenant radialement
est alors simplement donnée par ds2D = 0, ave dθ = 0 et dφ = 0.
Prenons pour simplier le propos une bakreation et une ourbure moyenne
données par des solutions en lois de puissane (9.2.4) :
QD = r(n)βanD (9.3.34)
〈R〉D = βanD +
k
a2D
. (9.3.35)
n, β et k sont des onstantes réelles5. Alors, si l'on dénit le déalage vers le rouge
eetif zD tel que 1 + zD = aD0/aD, la distane oordonnée obéit à l'équation
diérentielle suivante :
dr
dzD
= aD0
√
1− kD(zD)r2
ΩD0m (1 + zD)3 + Ω
D0
X (1 + zD)−n + Ω
D0
k (1 + zD)
2
(9.3.36)
r(0) = 0 , (9.3.37)
ave :
kD(zD) = −(n + 6)Ω
D0
X (1 + zD)
−(n+2) + 4ΩD0k
|(n+ 6)ΩD0X a−(n+2)D0 + 4ΩD0k |
. (9.3.38)
5k n'a rien à voir ave la ourbure géométrique eetive kD.
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Dans es expressions, les densités adimensionnées sont dénies par :
ΩDm =
8πG
3H2D
〈ρ〉D (9.3.39)
ΩDX = −
2βanD
3(n + 6)H2D
(9.3.40)
ΩDk = −
ka−2D
6H2D
, (9.3.41)
et vérient la ontrainte : ΩDm+Ω
D
X+Ω
D
k = 1. Ce modèle omporte don seulement
trois paramètres libres.
Si on a la solution r¯(zD) de (9.3.36), on peut alors aluler la distane angulaire
dans notre espae eetif :
dDA(zD) =
c
HD0
r¯(zD)
1 + zD
. (9.3.42)
On a rétabli la vitesse de la lumière pour des raisons pratiques de omparaison aux
données observationnelles. La distane de luminosité se déduit alors de (9.3.42) par
la relation de réiproité [46℄ : dDL = (1 + zD)
2dA(zD) :
dDL =
c
HD0
(1 + zD)r¯(zD) . (9.3.43)
Le modèle (9.3.34)-(9.3.35) allié à la presription faite pour la métrique peut
alors être ontraint par les données des Supernovae de type 1a. Pour une première
analyse, on peut poser k = 0 dans la presription (9.3.34)-(9.3.35). Le modèle
omporte alors deux paramètres libres, et les ontraintes données par les Super-
novae sont présentées sur la gure 9.3.5 dans le plan (ΩD0m , n). Les ontours noirs
présentent les ontraintes pour le modèle standard de onordane ave une éner-
gie sombre d'équation d'état onstante wDE = −(n + 3)/3, et les régions olorées
les ontraintes pour le modèle présenté ii. Cette gure traduit don diretement
l'inuene de la distane de luminosité modiée (9.3.43), qui est la seule hose qui
distingue les deux modèles. En eet, la dynamique du fateur d'éhelle est équi-
valente dans les deux as ; seule la distane de luminosité n'est pas alulée de la
même manière. L'introdution d'une distane de luminosité du type (9.3.43) déale
les ontours de onane vers des plus grandes valeurs de ΩD0m et les n négatifs.
Autrement dit, la prise en ompte d'une ourbure eetive évoluant ave le temps
permet de rendre ompte des observations des Supernovae à l'aide de modes de ba-
kreation du type d'une quintessene, tout en assurant, pour un mode donné, une
densité de matière plus importante que dans le modèle standard orrespondant.
Par exemple, dans le modèle onsidéré dans ette sous-setion, le mode dominant
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Fig. 9.3.5  Contraintes dans le plan (ΩD0m , n) obtenues à partir des données de
SNLS [18℄. Les ontours noirs présentent les résultats pour un modèle standard ave
une omposante d'énergie sombre d'équation d'état onstante wDE = −(n+3)/3 ;
le ontour intérieur délimite la région de onane à 1-σ, et le ontour extérieur
elle à 2-σ. Les régions olorées présentent les résultats pour le modèle onsidéré
dans ette sous-setion (jaune à 1-σ et rouge à 2-σ). Meri à Martin Kunz pour
ette gure.
de la solution perturbative à l'ordre 2 (9.2.40), ave n = −1, est ompatible ave
les données et ΩD0m ∼ 0.3 à 2-σ, alors que sans la modiation de la distane de
luminosité, il faudrait pour e même mode, ΩD0m ∼ 0.05. Bien sûr, la solution per-
turbative ne permet pas d'atteindre ΩD0m ∼ 0.3, ar elle est du deuxième ordre,
don forément sous-dominante. Mais il est intéressant que l'introdution de façon
simple, dans la géométrie eetive, d'une ourbure variant ave le temps, per-
mette de faire baisser la ontribution perturbative de la bakreation néessaire
pour expliquer la luminosité des Supernovae d'environ 25%. Cela permet de pen-
ser que les eets non perturbatifs orrigeant le mode dominant en 1/aD n'ont pas
néessairement besoin d'être très importants.
Cette analyse des données demande à être anée, notamment par l'introdu-
tion des ontraintes venant du fond de rayonnement osmologique. Cei est l'objet
d'un travail en ours [177℄, dans lequel nous proposerons également une tenta-
tive de déduire, statistiquement, des données la présene réelle (ou non) d'un eet
géométrique de la ourbure variable.
Quatrième partie
Conlusion et perspetives
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Chapitre 10
Conlusion
L'étude de l'Univers en tant qu'objet physique demande une attention par-
tiulière aux onditions de validité des théories et des modèles que l'on emploie.
L'extrapolation sur de multiples ordres de grandeur des lois dont l'adéquation ave
l'expériene est avérée dans notre environnement loal doit être soumise à une ins-
petion minutieuse et préautionneuse. En eet, la osmologie, en tant qu'elle se
fonde sur des observations astrophysiques, a ei de partiulier par rapport aux
autres branhes de la physique qu'elle a pour but de dérire et d'exprimer des lois
pour un ensemble de phénomènes qui ne sont ni reprodutibles, ni a fortiori ontro-
lables par une modiation des onditions initiales et des paramètres : l'Univers est
donné une fois pour toute dans l'état où il se trouve. C'est pourquoi la osmologie
doit s'appuyer, plus que toute autre démarhe sientique visant à une desription
de la nature, sur des expérienes de pensée (au sens de la "gedanken experiment"),
des simulations numériques et des idéalisations de son objet. Ce faisant, elle doit
néanmoins se garder d'une démarhe anthropoentrique, 'est-à-dire risquant de
donner à l'observateur unique onstruisant la théorie osmologique une plae pri-
vilégiée
1
: sa quête doit être elle d'un orpus de lois dérivant l'Univers, et non
l'Univers tel qu'il est vu par un observateur sur Terre aujourd'hui
2
ou tel qu'il peut
être dérit à travers les lois valables ii et aujourd'hui. Le prinipe osmologique
fort qui sert de fondement au modèle standard friedmannien de la osmologie est
une idéalisation réalisant (à l'exès peut-être) un tel déplaement, puisque les lois
osmologiques qui en résultent donnent stritement les mêmes résultats pour tous
les observateurs en tout point de l'espae-temps. Par ontre l'extrapolation de la
1
Le lien entre ette notion de plae privilégiée et l'observateur unique est le remplaement d'un
ensemble d'expérienes identiques, impossible en osmologie, par une sorte de prinipe ergodique
onsistant à générer des observateurs virtuels identiques (du point de vue des lois) à l'observateur
unique.
2
Bien sûr, des lois générales dérivant l'Univers doivent être apables de déterminer omment
un observateur sur Terre aujourd'hui voit l'Univers.
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Relativité Générale, testée à l'éhelle du système solaire, sur des éhelles osmo-
logiques pose un ertain problème de e point de vue. Cette thèse s'insrit dans
ette démarhe de onstrution d'un modèle osmologique à partir des prinipes
et de leur questionnement, ave l'objetif de rendre ompte de l'Univers observé
en évitant les éueils d'une desription trop simpliée qui aherait l'essentiel de
la rihesse de l'objet-Univers dans un seteur sombre énigmatique. Les hamps
salaires ont servi de guide et de moyen tehniques à ette démarhe, en tant que
modèles les plus simples de modiations au sénario standard.
Les théories salaire-tenseur de la gravité, qui font l'objet de la première étude
menée au ours de ette thèse, onstituent un adre théorique puissant pour étu-
dier la validité des lois gravitationnelles sur des éhelles de temps et d'espae os-
mologiques
3
, plus spéiquement pour éluider le statut et la validité du prinipe
d'équivalene. Nous n'avons onsidéré que le as où le hamp salaire addition-
nel était ouplé universellement aux hamps de matière, restreignant par là même
notre propos à d'éventuelles violations du prinipe d'équivalene fort. Cependant,
les modiations ainsi apportées à la osmologie sont déjà nombreuses. Nous avons
vu que la dynamique osmologique des théories salaire-tenseur présentait, pour
ertains types de ouplage, une onvergene naturelle vers la Relativité Générale,
permettant de rendre ompte des tests de la gravitation dans le système solaire.
Nous avons également esquissé une étude de ette dynamique en présene d'un
potentiel d'auto-interation, présene qui semble, tout en le préservant, omplè-
tement renouveler le méanisme de onvergene. Grâe à ette onvergene dyna-
mique vers la Relativité Générale au ours de l'histoire osmologique, il est possible
d'avoir une théorie de la gravitation qui dévie signiativement de la Relativité
Générale par le passé, par une violation du prinipe d'équivalene fort. Dans e
as, le fait que la Relativité Générale soit bien testée aujourd'hui n'assure pas du
tout qu'elle soit valable à tous les temps. Cette liberté nous a permis de propo-
ser un sénario de nuléosynthèse primordiale alternatif dans lequel, bien que le
rapport du nombre de baryons et du nombre de photons soit faible, l'abondane
de
7
Li synthétisé est en aord ave les observations. La solution repose sur une
variation rapide du ouplage gravitationnel au ours de la nuléosynthèse, ette
variation entraînant une modiation du taux d'expansion durant ette période.
Les observations nous renseignant sur l'état passé de l'Univers, telle la nuléosyn-
thèse ne semblent don pas privilégier une gravitation stritement dérite par la
Relativité Générale à tout temps : si l'abondane de
7
Li observée est bien elle
synthétisée au moment de la nuléosynthèse primordiale ('est-à-dire si le
7
Li n'est
3
L'étude des violations spatiales du prinipe d'équivalene n'a pas été abordé diretement
dans et ouvrage, mais les quelques remarques sur la formation des strutures en donnent une
première approhe sur laquelle nous reviendrons lorsque nous aborderons les perspetives de e
travail de thèse.
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pas détruit par des proessus stellaires), le modèle standard de la osmologie est
fae à un problème, que la présene d'un hamp salaire expliitement ouplé à
la matière peut résoudre. En ela, l'abondane anormale du
7
Li peut apparaître
omme un signe d'une modiation de la gravité au moment de la nuléosynthèse
primordiale. Si tel est le as, une analyse détaillée de la struturation de l'Univers
durant l'ère de matière s'impose. En eet, nous avons vu que les modiations
les plus simples apportées au spetre de puissane de la matière et au spetre des
anisotropies du fond de rayonnement par les théories salaire-tenseur résolvant le
problème du
7
Li ne sont pas déelables dans les données atuelles. Il faudra traiter
l'ensemble du problème pour savoir si d'autres manifestations peuvent apparaître ;
nous y reviendrons dans le hapitre i-après onsaré aux perspetives.
Dans la seonde étude à laquelle s'est attahé e travail de thèse, nous avons tenté
de onstruire des modèles génériques pour dérire les propriétés à grande éhelle de
l'Univers. Cela nous a naturellement mené à une inspetion ne du prinipe osmo-
logique, et nous avons pu onstater que son statut était plus déliat à omprendre
que ne le laisse voir le modèle standard. En eet, omme l'Univers (tardif) est ho-
mogène aux grandes éhelles tout en présentant une struture plus omplexe aux
petites éhelles, la onstrution de modèle eetifs homogènes aux grandes éhelles,
que e soit par des méthodes de ot inspirées du groupe de renormalisation ou par
des moyennisations spatiales simples, fait apparaître que le modèle eetif est plus
rihe qu'un simple modèle de Friedmann-Lemaître-Robertson-Walker. Cela est à
relier au fait que les opérations d'évolution de l'espae-temps et de moyennisation
ne ommutent pas entre elles. Les soures eetives supplémentaires ('est-à-dire
autres que la matière), appelées la bakreation, qui apparaissent alors traduisent
la présene de utuations dans la distribution de matière et dans la géométrie,
et ouplent expliitement es utuations à la ourbure moyenne de l'espae, indi-
quant l'importane d'un traitement pleinement relativiste de e phénomène.
L'étude de quelques solutions exates a montré que et eet de bakreation n'était
pas trivialement négligeable. D'une part, les solutions en lois de puissane ont
permis de replaer le modèle standard friedmannien dans un espae de solutions
eetives homogènes, et de onstater qu'il apparaissait omme un point-selle dans
et espae, si bien qu'il n'est pas dynamiquement favorisé par la struture de l'es-
pae des ongurations osmologiques ; au ontraire, sa validité serait plutt une
forme de "onspiration" osmologique permettant l'annulation de tous les eets de
bakreation. D'autre part, un alul en théorie de perturbations friedmanniennes
a permis de voir qu'au voisinage de e point-selle, les perturbations mènent natu-
rellement à un terme dominant dans la bakreation qui déstabilise le modèle et
tend à éloigner la dynamique de son omportement friedmannien. On peut don
dire que la bakreation est réellement là dans les modèles homogènes de l'Univers.
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Enn, nous avons abordé le lien potentiel entre ette bakreation et le problème
de l'énergie sombre. Il est en eet tentant de faire le lien entre un eet diretement
relié à la struturation de l'Univers, et le phénomène majeur de l'histoire tardive
de l'Univers onsidéré omme homogène : l'énergie sombre. Cela permettrait en
eet de résoudre le problème de oïnidene : omment se fait-il qu'aélération
de l'expansion et struturation de l'Univers se produisent sensiblement aux mêmes
époques ? L'étude d'un modèle-jouet à deux zones nous a permis de omprendre
qu'une aélération eetive du modèle homogène était reliée diretement à la
proportion de vides dans la distribution de matière, et nous avons vu, par l'inter-
médiaire du morphon, omment la bakreation pouvait orir une origine physique
simple à l'ensemble des hamps salaires (minimalement ouplés) qui jouent le rle
de quintessene dans le modèle standard. Pour nir, nous avons initié une méthode
pour rendre ompte des données dans le adre des osmologies inhomogènes moyen-
nées, en modiant, non seulement la dynamique par les soures de bakreation,
mais également la façon de aluler les distanes, par une première prise en ompte
(approximative) des eets de ourbure.
Les développements résumés i-dessus, bien que parellaires, permettent de mettre
en lumière l'importane ruiale d'une réexion sur les prinipes sous-tendant la
osmologie. Au moment où la quête de données de plus en plus préises et diver-
siées nous permet d'avoir aès à une onnaissane détaillée des phénomènes se
déroulant dans l'Univers, on ne peut pas s'en tenir à un modèle paramétrique,
fût-il exellent. Au ontraire, il nous faut proter de la qualité de es observations
pour améliorer notre ompréhension de l'Univers, en questionnant sans esse les
approximations qui ont permis de développer nos aniens modèles. En espérant,
modestement, jeter quelques faibles lumières sur les zones enore obsures de notre
Univers.
Chapitre 11
Perspetives
Ce travail de thèse est un début ; début d'un parours de reherhe qui doit
mener à préiser davantage les onséquenes osmologiques des sénarios étudiés.
Dans ette optique, nous proposons ii quelques pistes qu'il faudra explorer dans
la ontinuité des travaux présentés dans et ouvrage.
Conernant les théorie salaire-tenseur de la gravité, il reste tout d'abord à onlure
lairement quant à l'inuene du potentiel sur le méanisme de onvergene. D'autre
part, une grande attention doit être donnée à l'étude détaillée de la formation des
strutures dans es théories. L'inuene des inhomogénéités du hamp salaire
est mal onnue et pourrait être ruiale, même à des éhelles bien inférieures au
rayon de Hubble (à ause du ouplage expliite). Les simulations numériques, no-
tamment, demandent à être sérieusement repensées an d'inlure orretement et
eet. Par exemple, les onditions de virialisation des objets en présene d'un hamp
salaire, par ailleurs intéressantes par elles-mêmes, doivent être élairies, an que
l'identiation des strutures dans les simulations soit orretes. L'utilisation de
la struturation de l'Univers pour disriminer diérents modèles d'énergie sombre
qui sont dégénérés sur les données des Supernovae est une question entrale, et
le hamp de ompréhension de ette struturation dans les modèles inluant un
hamp salaire est enore largement inexploré. Ce travail, à la fois analytique et
numérique s'insrit dans le prolongement diret de ette thèse.
Les osmologies inhomogènes moyennées orent également de nombreux prolon-
gements néessaires. Citons, par exemple :
 l'estimation de onditions initiales pour la bakreation à partir des aniso-
tropies du fond de rayonnement osmologique ;
 l'extension de la orrespondane ave le morphon dans une ère dominée par
un uide ayant une pression (et le lien possible de ette bakreation ave
des hamps salaires non minimalement ouplés) an d'étudier des modèles
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inationnaires générés par la bakreation, par exemple au début de l'ère
dominée par la radiation
 le développement de méthodes d'estimation non perturbatives de la bakrea-
tion, omme le formalisme de Zeldovih relativiste ;
 la lariation de l'interprétation des données dans le ontexte des modèles
homogènes eetifs, à savoir le moyen de mesurer les distanes eetives.
 la struture du ne de lumière moyenné, qui seul peut donner une informa-
tion omplète sur l'Univers observé ;
 la façon orrete d'implémenter et d'utiliser les simulations numériques en
prenant en ompte la bakreation.
Cette liste, non exhaustive, montre l'ampleur du travail à aomplir dans e do-
maine.
Enn, il faut noter que les deux parties de es travaux, séparées ii à des ns
de présentation, se reoupent parfois quant à leurs objetifs et leurs tehniques,
justiant la néessité de les mener de front.
Cinquième partie
Annexes
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Annexe A
Thermodynamique
L'objet de et appendie est la présentation suinte de quelques résultats de
thermodynamique à l'équilibre. Une étude détaillée des prinipes et des dévelop-
pements de la thermodynamique dans un espae en expansion peut être trouvée
dans [38, 178℄.
La densité d'énergie, la pression et la densité numérique d'un gaz dilué de
partiules de masse m ayant g degrés de liberté internes sont données par :
ρ ≡ g
(2π)3
∫
E(~p)f(~p)d3p (A.0.1)
p ≡ g
(2π)3
∫ ‖~p‖2
3E(~p)
f(~p)d3p (A.0.2)
n ≡ g
(2π)3
∫
f(~p)d3p , (A.0.3)
où f(~p) est la fontion de distribution dans l'espae des phases ; E(~p) est l'énergie
relativiste d'une partiule : E2 = ‖~p‖2+m2. A l'équilibre inétique, la fontion de
distribution est simplement la distribution de Bose-Einstein pour des bosons de
potentiel himique µ à la température T :
f(~p) =
1
exp((E − µ)/T )− 1 , (A.0.4)
et la distribution de Fermi-Dira pour des fermions de potentiel himique µ à la
température T :
f(~p) =
1
exp((E − µ)/T ) + 1 . (A.0.5)
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Ainsi, on a, en passant en oordonnées sphériques dans l'espae des phases :
ρ =
g
2π2
∫ +∞
m
E2
√
E2 −m2
exp((E − µ)/T )± 1dE (A.0.6)
p =
g
6π2
∫ +∞
m
(E2 −m2)3/2
exp((E − µ)/T )± 1dE (A.0.7)
n =
g
2π2
∫ +∞
m
E
√
E2 −m2
exp((E − µ)/T )± 1dE . (A.0.8)
Puis, en introduisant la variable u ≡ E/T :
ρ =
g
2π2
T 4
∫ +∞
m/T
u2
√
u2 − (m/T )2
exp(u− µ/T )± 1du (A.0.9)
p =
g
6π2
T 4
∫ +∞
m/T
(u2 − (m/T )2)3/2
exp(u− µ/T )± 1du (A.0.10)
n =
g
2π2
T 3
∫ +∞
m/T
√
u2 − (m/T )2
exp(u− µ/T )± 1udu . (A.0.11)
Pour des partiules relativistes, T ≫ m, et l'on trouve immédiatement : pR =
ρR/3. Dans ette même limite, pour des photons, dont le nombre n'est pas onservé
(penser aux réations telles que le Brehmsstralung : e−+p↔ e−+p+γ), le potentiel
himique est nul : µ = 0, et :
ργ =
π2
30
gT 4 , pγ =
π2
90
gT 4 et nγ =
ζ(3)
π2
gT 3 ; (A.0.12)
où ζ(3) ∼ 1.202 est la valeur de la fontion ζ de Riemmann en 3. A l'inverse, pour
des partiules non relativistes, T ≪ m, on a :
ρNR = mnNR (A.0.13)
nNR = g
(
mT
2π
)3/2
exp (−(m− µ)/T ) (A.0.14)
pNR = nNRT ≪ ρ . (A.0.15)
Pour terminer, introduisons l'entropie d'un domaine omobile S. La seonde
loi de la thermodynamique s'érit (on suppose, pour la simpliité que µ = 0) :
TdS = d(ρV ) + pdV = d((ρ+ p)V )− V dp , (A.0.16)
où V = a3 est le volume (a étant le fateur d'éhelle, et le volume omobile étant
pris égal à 1). La ondition d'intégrabilité (relation de Shwarz) :
∂2S
∂T∂V
=
∂2S
∂V ∂T
(A.0.17)
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permet d'érire :
dp =
ρ+ p
T
dT ; (A.0.18)
si bien que l'entropie obéit à :
dS = d
(
(ρ+ p)V
T
+ cste
)
. (A.0.19)
S est don donnée, à une onstante près par :
S =
a3(ρ+ p)
T
. (A.0.20)
Grâe à la première loi, à l'équilibre thermique : d((ρ+ p)V ) = V dp ; on a don :
dS = 0 . (A.0.21)
L'entropie d'un domaine omobile est don onservée, pour des espèes à l'équilibre
thermique. La densité d'entropie s = S/V = (ρ+p)/T est dominée par les espèes
relativistes, si bien que l'on a :
s =
2π2
45
gT 3 , (A.0.22)
g étant le nombre de degrés de liberté relativistes. L'expression (A.0.22) montre
que la densité d'entropie s est proportionnelle à la densité numérique de partiules
relativistes. En partiulier, si nγ est la densité numérique de photons, on a :
s ∼ 1.8gnγ . (A.0.23)
C'est pourquoi l'on parle d'un Univers ou le nombre de photons est très grand
omme d'un Univers ayant une grande entropie.
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Annexe B
Formalisme 3+1 de la Relativité
Générale
Bien que la ovariane soit un des piliers de la Relativité Générale, dans les si-
tuations où elle doit être appliquées, il est ommode, an de dénir simplement les
observables, de déomposer l'espae-temps et la dynamique suivant un ensemble
d'hypersurfaes spatiales indié par un paramètre ane jouant le rle de dimension
temporelle. La plupart des espae-temps présentant un intéret astrophysique ou
osmologique permettent ette déomposition, dite déomposition 3+1. On trou-
vera une étude détaillée de e formalisme dans les ouvrages lassiques [2, 4, 5℄,
ainsi que dans une très omplète monographie d'Eri Gourgoulhon [153℄ faisant
suite à un ensemble de ours donnés dans le adre d'un trimestre de Relativité
Générale à l'Institut Henri Poinaré à l'automne 2006.
On appelle surfae de Cauhy une hypersurfae spatiale Σ d'une variété dif-
férentiable M telle que toute ourbe ausale (de genre temps ou nul) sans n
intersete Σ en un point et un seul. Une variété (M,(4) gµν) admettant une surfae
de Cauhy Σ est dite globalement hyperbolique. La topologie d'une telle variété
est alors : M ≃ Σ × R. Tout espae-temps (M,(4) gµν) globalement hyperbolique
admet alors un feuilletage par une famille ontinue (Σt)t∈R d'hypersurfaes spa-
tiales, 'est-à-dire qu'il existe un hamp salaire réel t dont le gradient n'est jamais
nul, et admettant pour surfaes de niveau les Σt, es dernières ouvrant l'ensemble
de M :
∀p ∈M, ∃!t ∈ R, p ∈ Σt . (B.0.1)
Dans la suite, on onsidérera un tel espae-temps globalement hyperbolique (M,(4) gµν)
feuilleté par une famille (Σt)t∈R d'hypersurfaes spatiales. An de onstruire es
surfaes, on dénit le hamp de veteurs de genre temps nµ orthonormal à Σt,
ave nµnµ = −1. Le projeteur sur Σt, hµν =(4) gµν +nµnν , induit alors sur Σt une
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métrique 3-dimensionnelle, dite première forme fondamentale de Σt :
∀(i, j) ∈ {1, 2, 3}2, gij ≡(4) gµνhµi hνj ; (B.0.2)
qui est telle que gjkg
ki = gij = δ
i
j. On peut toujours érire n
µ
sous la forme :
nµ = (−N(xµ),~0) ; nµ = 1
N(xµ)
(1,−N i(xµ)) , (B.0.3)
où N(xµ) est appelée fontion lapse, et N i(xµ) veteur shift. En notant x0 = t,
l'élément de longueur prend alors la forme suivante :
ds2 =(4) gµνdx
µdxν = −N2(t, xk)dt2+gij(t, xk)(dxi+N i(t, xk)dt)(dxj+N j(t, xk)dt) .
(B.0.4)
Le hoix de N et N i est alors équivalent au hoix des quatre oordonnées d'espae-
temps. N(xµ)dt est l'élément de temps propre entre Σt et Σt+dt, et N
i(xµ)dt est le
déalage dans la oordonnée xi entre Σt et Σt+dt (le point oinidant ave l'origine
des oordonnées spatiales au temps t se trouvera en −N idt sur l'hypersurfae
spatiale à l'instant t + dt) [4℄. Le plongement des hypersurfaes (Σt)t∈R dans M
est aratérisé par la seonde forme fondamentale de es hypersurfaes, Kij [5, 153℄,
dénie par :
∀(t, xk) ∈ R× Σt, Kij(t, xk) ≡ −nµ;νhµi hνj = −ni;j(t, xk) . (B.0.5)
On peut alors érire les équations d'Einstein (1.3.13) sous la forme dite Arnowitt-
Deser-Misner (ADM) [127℄ :
Contrainte hamiltonienne (ou d'énergie) :
R−KijKji +K2 = 16πGǫ+ 2Λ où ǫ ≡ Tµνnµnν ; (B.0.6)
Contraintes de moment :
∇iKij −∇jK = 8πGJj où Ji ≡ −Tµνnµhνi ; (B.0.7)
Equation d'évolution de la première forme fondamentale :
1
N
∂tgij = −2Kij + 1
N
(∇jNi +∇iNj) ; (B.0.8)
Equation d'évolution de la seonde forme fondamentale :
1
N
∂tK
i
j = Rij +KKij − Λδij −
1
N
∇i∇jN + 1
N
(
Kik∇jNk −Kkj∇kN i +Nk∇kKij
)
−8πG
(
Sij +
1
2
(ǫ− Skk)δij
)
(B.0.9)
où Sij ≡ Tµνhµi hνj .
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Pour alléger les notations, on a déni : K ≡ Kii , Rij le tenseur de Rii de la
métrique spatiale gij , et R ≡ Rjj sa trae. Les noms de es équations viennent de
e que les équations (B.0.8) et (B.0.9) susent à déterminer la métrique
(4)gµν de
l'espae-temps, dans le adre d'un problème de Cauhy bien posé. Les équations
(B.0.6) et (B.0.7) quant à elles, apparaissent omme des ontraintes sur les ondi-
tions initiales du problème de Cauhy ; étant vériées pour les onditions initiales,
elles le sont automatiquement pour tout temps t ultérieur grâe aux identités de
Bianhi. On pourra se reporter à [153℄ pour une disussion laire de e problème de
Cauhy. Dans et ouvrage, nous serons partiulièrement interessés par e système
d'équations exprimé dans des oordonnées simples, pour lesquels N i ≡ 0. Si l'on
voit nµ omme la quadri-vitesse d'un observateur, es oordonnées orrespondent
à un système dans lequel un tel observateur est au repos dans les hypersurfaes
spatiales, 'est-à-dire à un observateur lagrangien, dont les oordonnées spatiales
sont onstantes. Cela revient à introduire des oordonnées gaussiennes Xk sur la
variété Σt pour tout t :
ds2 = −N2(t, Xk)dt2 + gij(t, Xk)dX idXj . (B.0.10)
Les équations ADM (B.0.6) à (B.0.9) s'érivent alors :
R−KijKji +K2 = 16πGǫ+ 2Λ (B.0.11)
∇iKij −∇jK = 8πGJj (B.0.12)
1
N
∂tgij = −2Kij (B.0.13)
1
N
∂tK
i
j = Rij +KKij − Λδij −
1
N
∇i∇jN
−8πG
(
Sij +
1
2
(ǫ− Skk )δij
)
. (B.0.14)
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Big Bang nuleosynthesis in salar tensor gravity : the key problem of
the primordial
7
Li abundane
Julien Larena, and Jean-Mihel Alimi, and Arturo Serna.
Combined with other CMB experiments, the WMAP survey provides an aurate es-
timate of the baryon density of the Universe. In the framework of the standard Big Bang
Nuleosynthesis (BBN), suh a baryon density leads to preditions for the primordial
abundanes of
4
He and D in good agreement with observations. However, it also leads
to a signiant disrepany between the predited and observed primordial abundane
of
7
Li. Suh a disrepany is often termed as 'the lithium problem'. In this paper, we
analyze this problem in the framework of salar-tensor theories of gravity. It is shown
that an expansion of the Universe slightly slower than in General Relativity before BBN,
but faster during BBN, solves the lithium problem and leads to
4
He and D primordial
abundanes onsistent with the observational onstraints. This kind of behavior is obtai-
ned in numerous salar-tensor models, both with and without a self-interation potential
for the salar eld. In models with a self-interating salar eld, the onvergene towards
General Relativity is ensured without any ondition, thanks to an attrationmehanism
whih starts to work during the radiation-dominated epoh.
Keywords : nuleosynthesis ; osmology : theory ; osmology : early universe.
Introdution
The Big Bang Nuleosynthesis predition for the
4
He primordial abundane is
traditionally onsidered as a good estimate of the baryon density of the Universe.
However, the reent measurement of the Cosmi Mirowave Bakground (CMB)
anisotropies by WMAP [179℄ now provides, when ombined with other CMB ex-
periments (CBI and ACBAR), another aurate estimate of the baryon density :
Ωbh
2 = 0.0224±0.0009 (or η×1010 = 6.14±0.25 in terms of the baryon to photon
ratio) [89℄. This value of η an be used to ompute the primordial abundanes
of light elements (mainly
4
He,
3
He, D and
7
Li). The omparison of predited and
observed abundanes is then a way to test the onordane between BBN and the
CMB data.
When one assumes the WMAP estimate of the baryon to photon ratio, the
primordial abundanes predited by the standard BBN ( i.e. three families of light
neutrinos, a neutron mean life τn = 885.7± 0.8s, gravitation desribed by General
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Relativity and a homogeneous and isotropi Universe) are [180℄ :
Yp = 0.2484
+0.0004
−0.0005
D/H = 2.75+0.24−0.19 × 10−5
7
Li/H = 3.82+0.73−0.60 × 10−10
while the observed abundanes are :
Yp =
{
0.2391± 0.0020 ref. [91℄
0.2452± 0.0015 ref. [92℄
D/H = 2.78+0.44−0.38 × 10−5 ref. [93℄ (C.0.1)
7
Li/H =
{
1.23+0.68−0.32 × 10−10 ref. [181℄
2.19+0.46−0.38 × 10−10 ref. [95℄.
Here, the two values for the observed Yp orrespond to independent estimates
in refs. [91℄ and [92℄ based on observations of metal-poor extragalati ionized
hydrogen regions. The D abundane is determined by observations of remote os-
mologial louds on the line of sight of high redshift quasars. Finally the
7
Li/H
estimate of [181℄ has been performed by observing halo stars, while the value of [95℄
omes from the observation of stars in the globular luster NGC 6397. Although
some reent estimates [182℄ leads to a somewhat smaller value, several other inde-
pendent determinations [94, 183, 184℄ obtain observed primordial abundanes of
7
Li/H similar to those reported either by [181℄ or [95℄.
We an see a relatively good agreement for the predited and observed abun-
danes of
4
He and D, but a large disrepany for
7
Li/H. There had been many
attempts to aount for the low
7
Li abundane indiated by observations. The
rst and most onservative possibility is the existene of systemati unertainties
in the observational determination of the
7
Li abundane. However, suh unertain-
ties are not large enough to solve the problem (see [181℄ and [95℄). In the same
way, the systemati study of unertainties on the nulear reation rates performed
in [97℄ indiates that these unertainties annot explain the large disrepany em-
phasized before. Modiations of the standard nuleosynthesis senario then arise
as possible ways to reonile the preditions with the observations. Inhomogeneous
nuleosynthesis has been analyzed [98℄ but overprodues
7
Li. Late partiles deays
an deplete
7
Li, but they annot aount for the observed D and D/
3
He primor-
dial abundanes [99, 100, 101℄ ; another possibility is provided by the reation of
baryons after BBN, aompanied by a lepton asymmetry before BBN, the two
proesses arising from Q-balls [102℄.
In this work, we will address the lithium abundane problem in the framework
of salar-tensor theories of gravity [68, 185, 186, 187℄. In these theories, gravitation
is modied by the introdution of a salar degree of freedom, whih does not aet
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the standard nulear and partile physis. Suh modiations arise as low-energy
limits of superstrings theories [71, 72℄ and they provide a way to hange the ex-
pansion history of the Universe with minimal assumptions. We will show that suh
theories ontain a mehanism that ould be responsible for a low lithium abun-
dane, despite the high baryon to photon ratio implied by the WMAP estimate.
Big Bang Nuleosynthesis in the ontext of a salar-tensor osmology has been
extensively studied in the past [188, 189, 79, 86, 80, 190, 88℄, but the main goal of
these works was to onstrain the parameters of the theory thanks to the primordial
abundanes of
4
He, D and
7
Li, or to obtain the observed abundanes with a matter
density of the Universe dierent from its ommonly assumed value. Moreover, ge-
neral self-interating salar elds were not onsidered and, as we will see later, the
introdution of suh terms in the lagrangian an provide the mehanism neessary
to explain the low
7
Li abundane.
The paper is arranged as follows. In the rst setion, the salar-tensor gravity
theories and the implied osmologial models are presented. Then, in the seond
setion, we analyze the lithium problem in the framework of dierent kinds of
salar tensor theories. We show that the solution of this problem requires a non
trivial dynamis for the salar eld at the epoh of BBN. Finally, we disuss the
generality of that solution.
Salar-tensor osmologial model
Equations and observable quantities
In salar-tensor theories of gravity, the dynamis of the Universe ontains a
new salar degree of freedom that ouples expliitly to the energy ontent of the
Universe. In units of c = 1, the ation generially writes, in the Einstein frame :
S =
1
4πG∗
∫ (
R∗
4
− 1
2
ϕ,µϕ
µ − V (ϕ)
)√−g∗d4x
+ Sm(ψm, A
2(ϕ)g∗µν), (C.0.2)
G∗ being a bare gravitational onstant, ϕ the salar eld, V (ϕ) its self-interation
term and A(ϕ) its oupling to matter. The funtional Sm(ψm, A
2(ϕ)g∗µν) stands
for the ation of any eld ψm that ontributes to the energy ontent of the Uni-
verse. It expresses the fat that all these elds ouple universally to a onformal
metri gµν = A
2(ϕ)g∗µν , then implying that the weak equivalene priniple (loal
universality of free fall for non-gravitationally bound objets) holds in this lass of
theories. The metri gµν denes the Dike-Jordan frame, in whih standard rods
and loks an be used to make measurements (sine in this frame, the matter
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part of the ation aquires its standard form). Dening
α(ϕ) =
d lnA(ϕ)
dϕ
, (C.0.3)
and onsidering the transformations :
gµν = A
2(ϕ)g∗µν
φ = A−2(ϕ)
U(φ) = 2A4(ϕ)V (ϕ)
|3 + 2ω(φ)| = α−2(ϕ)
the ation in the Dike-Jordan frame writes :
S =
1
16πG∗
∫ (
φR− ω(φ)
φ
φ,µφ
µ − U(φ)
)√−gd4x
+ Sm(ψm, gµν) (C.0.4)
Despite the onformal relation, these two frames have a dierent status : in
the Dike-Jordan frame, where the gravitational degrees of freedom are mixed, the
lagrangian for the matter elds does not ontain expliitly the new salar eld :
the non gravitational physis has then its standard form. In the Einstein frame,
the salar degree of freedom expliitly ouples to the matter elds, then leading for
example to the variation of the inertial masses of point-like partiles. Of ourse, the
two frames desribe the same physial world. Nevertheless, the usual interpretation
of the observable quantities is profoundly modied in the Einstein frame, whereas
it holds in the Dike-Jordan frame, where the rods and loks made with matter
are not aeted by the presene of the salar eld. That is why we will refer to the
Dike-Jordan frame as the observable one.
Varying the Einstein frame ation (C.0.2) with respet to the elds yields the
equations :
R∗µν −
1
2
R∗g∗µν = 8πG∗T
∗
µν + T
ϕ
µν (C.0.5)

∗ϕ = −4πG∗α(ϕ)T∗ + dV (ϕ)
dϕ
(C.0.6)
∇∗νT ν∗µ = α(ϕ)T∗∇∗µϕ (C.0.7)
where T∗ is the trae of the energy-momentum tensor of matter elds T∗µν , related
to the observable one by Tµν = A
−2(ϕ)T∗µν , and T ϕµν = 2ϕ,µϕ,ν − g∗µν(gαβ∗ ϕαϕβ)−
2V (ϕ)g∗µν is the energy-momentum tensor of the salar eld. It is important to
note that these equations redues to those of General Relativity in presene of a
salar eld if α(ϕ) = 0.
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Exept when the ontrary is expliitly stated, all the omputations presented in
this paper have been performed in the Einstein frame, beause it leads to well posed
Cauhy problems (that is ellipti and/or hyperboli equations with a set of initial
onditions) and has a perfetly regular dynamis. Nevertheless, the osmologial
evolution resulting from these omputations was later expressed in the Dike-
Jordan frame, where the interpretation of the observable quantities is easier.
Homogeneous and isotropi Universe
Under the assumption of a Universe lled with various homogeneous and isotro-
pi matter uids, the metri redues to the Friedman-Lemaître-Robertson-Walker
(FLRW) form in the observable Dike-Jordan frame :
ds2 = −dt2 + a2(t)dl2
dl2 =
dr2
1− kr2 + r
2(dθ2 + sin2θdψ2)
and, also in the Einstein frame beause of the onformal relation :
ds2∗ = −dt2∗ + a2∗(t∗)dl2
with dt = A(ϕ(t∗))dt∗ and a(t) = A(ϕ(t∗))a∗(t∗).
Then, dening H∗ = (1/a∗)(da∗/dt∗), the elds equations (C.0.5) beome :
H2∗ =
8πG∗ρ∗
3
+
1
3
ϕ˙2 +
2
3
V (ϕ)− k
a2∗(t∗)
(C.0.8)
−3 a¨∗
a∗
= 4πG∗(ρ∗ + 3p∗) + 2ϕ˙2 − 2V (ϕ) (C.0.9)
ϕ¨+ 3H∗ϕ˙+
dV (ϕ)
dϕ
= −4πG∗α(ϕ)(ρ∗ − 3p∗) (C.0.10)
where dots denote derivatives with respet to t∗, whereas ρ∗ and p∗ are the total
mass-energy density and pressure, respetively. They are onformally related to
the energy density ρ and the pressure p in the Jordan frame by ρ∗ = A4(ϕ)ρ and
p∗ = A4(ϕ)p. The observable Hubble parameter H(t) is related to the Einstein
frame quantities by
H(t) =
1
A(ϕ)
(H∗(t∗) + α(ϕ(t∗))ϕ˙(t∗)) (C.0.11)
Dynamis of the salar eld
In the form given above, the time evolution of the salar eld is oupled, both in
the Dike-Jordan and the Einstein frame, to that of the sale fator. Previous works
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[80, 77℄ have found that, by introduing an appropriate hange of variables, it is
possible to obtain an evolution equation for the salar eld whih is independent of
the osmi sale fator. Suh an equation allows for the dynamial analysis of any
salar tensor theory and, in partiular, its asymptoti behavior at early and late
times. When the latter behavior implies a onvergene mehanism towards General
Relativity, one an ensures that the Solar System onstraints will be satised. We
will now extend suh previous works to the general ase of salar-tensor theories
with a self-interation term.
Introduing a new evolution parameter λ = ln a∗ + const, so that dλ = H∗dt∗,
and denoting u′ = du/dλ, the evolution equations (C.0.8)-(C.0.10) lead to :
2(1− ǫ+ η)
3− ϕ′2 ϕ
′′ +(1− wb − 43ǫ+ 2η)ϕ′
= −Θ− (1− 3wb)α(ϕ) (C.0.12)
where
ǫ(λ) =
3k
8πG∗ρ∗(λ)a2∗(λ)
η(ϕ, λ) =
V (ϕ)
4πG∗ρ∗(λ)
wb =
p∗
ρ∗
Θ(ϕ, λ) =
dV (ϕ)
dϕ
4πG∗ρ∗(λ)
This equation is similar, but not equivalent, to the motion equation of a me-
hanial osillator with a varying "mass" meff = 2(1− ǫ+ η)/(3− ϕ′2), a varying
"frition" νeff = (1−wb−4ǫ/3+2η) and a "fore" term Feff = −Θ− (1−3wb)α.
Then, one an dene an eetive potential Veff(ϕ, λ) that veries the relation :
∂Veff (ϕ, λ)
∂ϕ
= Θ(ϕ, λ) + (1− 3wb)α(ϕ) (C.0.13)
In the following, we will only onsider at osmologies (ǫ = 0). In these ases,
the "frition" term (1−wb+2η) is always positive, and the dynamis of the salar
eld is then analogous to a damped osillating motion in the eetive potential
Veff(ϕ, λ). Suh an eetive potential (see Eq. (C.0.13)) presents two dierent
parts : a term due to the oupling funtion α(ϕ) and another term due to the
self-interation V (ϕ) of the salar eld.
During the matter-dominated era (wb = 0), both terms are important to deter-
mine the eetive potential. The minima of Veff will be attrators for the dynamis
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of the salar eld and determine the behavior of the theory at late times. Conse-
quently, if the relativisti value ϕ = 0 is a minimum of this eetive potential, the
theory will onverge towards General Relativity.
Instead, during the radiation-dominated era (wb = 1/3), the only non-vanishing
ontribution to the eetive potential is that due the self-interation of the salar
eld. Equation (C.0.12) then redues to :
2(1 + η)
3− ϕ′2 ϕ
′′ +
2
3
(1 + 3η)ϕ′ = −Θ (C.0.14)
At very early times, when ρ∗ is very high, Θ ∼ η ∼ 0 so that self-interation
has a negligible eet on the salar eld dynamis. In this ase (Θ ∼ η ∼ 0), the
integration of equation (C.0.14) gives :
ϕ′2 =
3k2
e2λ + k2
(C.0.15)
where k is a onstant related to the value of ϕ′ at λ = 0 through k2 = ϕ′20 /(3−ϕ′20 ).
Note that the above equation implies that −√3 < ϕ′ < √3.
One an see from equation (C.0.15) that the veloity of the salar eld expo-
nentially dereases with λ at very early times. When the initial (λ = 0) veloity
is not very high (i.e., when it is not lose to
√
3), one an assume that the salar
eld reahes the epohs of interest (those prior to BBN proesses) with an almost
vanishing veloity :
ϕ′ = 0 (before BBN). (C.0.16)
For the sake of simpliity, we will onsider throughout this paper a vanishing
initial value of the salar eld veloity (see the Appendix for some examples where
suh a ondition has been relaxed). Hereafter, all quantities at this initial time
(prior to BBN) will be expressed with a subsript 'init'.
The ondition (C.0.16) does not however imply a onstant ϕ value during
the whole radiation-dominated epoh. Sine ρ∗ is a dereasing funtion of λ, the
ontribution of V (ϕ) to the eetive potential will beome non-negligible at some
'time' λ. If V (ϕ) is hosen to be a funtion having a minimum at ϕm, the salar eld
will start to be attrated towards ϕm. For example, the simple hoie of a power
law V (ϕ) ∝ ϕ2n for the self-interation term, will imply an attration mehanism
towards General Relativity whih starts to work during the radiation-dominated
epoh.
BBN in salar-tensor theories
We will now analyze the BBN proesses, and the resulting primordial abun-
danes, in the framework of salar-tensor theories both with and without a self-
interation term. As stated above, we will onsider throughout this setion that the
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initial value of the salar eld is a free parameter, while its initial veloity is xed
to ϕ˙init = 0. The initial values of the remaining variables are hosen so that they
imply a at Universe and lead, at the present temperature T0 = 2.725, to osmolo-
gial parameters given by : Ωm,0 = 0.27, ΩΛ,0 = 0.73 and H0 = 71 km s
−1
Mp
−1
.
We assume an standard partile ontent of the Universe, with three families of
light neutrinos, and the WMAP estimate of the present baryon to photon ratio
(η × 1010 = 6.14± 0.25).
The numerial omputation onsists of two main parts : rst, we use a sixth-
order Runge-Kutta integrator to fully determine the osmologial model and, in
partiular, the evolution of the expansion rate. One determined the osmologial
evolution in a given gravitational theory, we ompute the BBN proesses and the
resulting primordial abundanes of light elements thanks to a omplex network of
28 nulear reations, and using the Beaudet and Yahil sheme [37℄. We used the
reation rates of [103℄ and [104℄ and the updated reation rates of the NACRE
ollaboration [105℄. The only aspet that diers from the standard BBN in Ge-
neral Relativity is the expansion rate of the Universe. It impats on the various
nulear abundanes beause they are determined by many reations whose e-
ieny depends on the ratio of the reation rates Γi and the expansion rate H .
Indeed, a reation with rate Γi is in equilibrium when Γi/H > 1, whereas the
reation is frozen when Γi/H < 1 . This is diretly linked with the fat that the
expansion dilutes the partiles. Then, a modiation in the expansion history may
signiantly hange the nulear abundanes by modifying the dynamial struture
of the network of reations, making some reations more eient, and limiting
others (it should be noted that this remark is valid for the nulear reation rates,
and also for the rates of the weak interation proesses that take plae before BBN
and that interonvert neutrons and protons).
In order to haraterize the deviation from General Relativity, it is onvenient
to introdue the speed-up fator, dened as the ratio between the expansion rate
H(T ) and the orresponding expansion rate in General Relativity HGR(T ) at the
same temperature :
ξ(T ) =
H(T )
HGR(T )
(C.0.17)
When ξ(T ) > 1 (ξ(T ) < 1 ), the Universe expands faster (slower) than in General
Relativity at the temperature T .
Theories without a self-interation term
We will rst onsider the simplest ase of salar-tensor models without a
self-interation term. In this ase, the eetive potential during the radiation-
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dominated epoh is (see equation (C.0.13)) :
Veff(ϕ) = 0 (C.0.18)
and, sine we are assuming the initial ondition (C.0.16), the salar eld will be
frozen to its initial value ϕinit (exept for a slight temporary perturbation during
the annihilation of eletrons and positrons around T = 0.1 MeV, when wb slightly
deviates from 1/3). Consequently, ϕ˙ = 0 during all the BBN proesses, and the
relation (C.0.11) redues to H = H∗/A(ϕi). Introduing the expression (C.0.8) for
H∗ in this equation, we an write :
H(T ) =
√
8πG∗A2(ϕi)
3
ρ (C.0.19)
= A(ϕi)HGR(T )
whih implies ξ ∼ A(ϕi) = onstant.
Equation (C.0.19) shows that the dynamis of the Universe is the same as in Ge-
neral Relativity, but with an eetive gravitational onstant given by Geff = G∗A2,
where G∗ = GN is the usual Newtonian value (GN = 6.673 × 10−11m3 kg−1 s−2
). Cyburt [106℄ has determined the saling of the various primordial abundanes
in terms of the physial onstants. In partiular, when the dynamis of the Uni-
verse is governed by General Relativity, the saling with the eetive gravitational
onstant is :
Yp = 0.2484
(
Geff
GN
)0.35
(C.0.20)
D/H = 2.75
(
Geff
GN
)0.95
10−5 (C.0.21)
3
He/H = 8.65
(
Geff
GN
)0.34
10−6 (C.0.22)
7
Li/H = 3.82
(
Geff
GN
)−0.72
10−10 (C.0.23)
Figure C.0.1 shows these abundanes as funtions of Geff/GN , as well as their ob-
servational onstraints. One learly notes from this gure that there is no onsistent
value for Geff/GN that an simultaneously aount for all the observed abun-
danes : the observed
7
Li primordial abundane requires Geff/GN > 1.8 while
4
He
and D impose Geff/GN ∼ 1.
Consequently, in absene of a self-interation term, salar-tensor theories with
an arbitrary oupling funtion α(ϕ) (with ϕ˙init = 0) annot onstitute a solution
for the lithium problem. The same onlusion an be found using the formulation
of Kneller and Steigman [191℄
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Fig. C.0.1  Primordial abundanes as funtions of Geff/GN . The shaded regions
are the assumed observed abundanes.
Theories with a self-interation term
We will now onsider salar-tensor models with a self-interation term. As em-
phasized above, suh a term ats as an eetive potential even during the radiation-
dominated epoh. Therefore, exept for very early times (with a very high density),
the salar eld does not remain frozen to its initial value and the speed-up fator
is not neessarily a onstant during the BBN proesses.
Of ourse, depending on the funtional form of α(ϕ) and V (ϕ), there exist
many theories that exhibit a varying speed-up fator. Before analyzing a partiular
hoie for α(ϕ) and V (ϕ), we may ask whether we an onstrain the behavior of
the speed-up fator in order to solve the
7
Li problem without aeting the other
abundanes.
Computation of the primordial abundanes
Sine essentially all the neutrons are inorporated into
4
He nulei, the nal
prodution of
4
He is diretly related to the abundane of neutrons in epohs prior
to the BBN proesses. Indeed, Yp is roughly given by
Yp ≃ 2(n/p)fr
1 + (n/p)fr
(C.0.24)
where (n/p)fr denotes the neutron to proton ratio when their weak reations,
n + νe ↔ p + e− and n + e+ ↔ p + ν¯e, freeze out of equilibrium. Suh a ratio is
then xed at a temperature Tfr of about 1 MeV, well before the synthesis of light
elements (from ∼ 100 KeV to ∼ 10 KeV). The (n/p)fr ratio, and hene the nal
Yp value, strongly depends on Tfr through :
(n/p)fr = exp(−Q/Tfr) (C.0.25)
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where Q is the dierene between the neutron and proton masses. A faster (slower)
expansion rate of the Universe implies a higher (lower) freezing-out temperature,
resulting in higher (lower) neutron and
4
He abundanes.
The
7
Li prodution is instead determined by the proesses of BBN. In parti-
ular, when the baryon to photon ratio is greater than 3 × 10−10, the lithium is
mainly produed through the reation
3
He(α, γ)7Be followed by a deay of 7Be
through eletron aptures (when η < 3 × 10−10, the lithium is instead produed
by
3
He(α, γ))7Li). Therefore, the nal abundane of lithium strongly depends on
both the helium prodution and the eieny of the
4
He burning to give
7
Li. If Γi
denotes the reation rate, suh an eieny is given by Γi/H = (Γi/HRG)/ξ(T ),
so that a faster (slower) expansion rate of the Universe during BBN implies a less
(more) eient prodution of
7
Li.
Sine General Relativity leads to a predited Yp value in agreement with ob-
servations, one an expet that any other gravity theory must imply a speed-up
fator lose to unity at T ∼ 1 MeV, or slightly smaller than unity to favor a less
eient prodution of
7
Li without implying an over-prodution of
4
He. Later, du-
ring the BBN proesses, a speed-up fator that has signiantly inreased above
unity ould help to solve the lithium problem. Obviously, sine any gravity theory
must onverge at late times towards General Relativity (in order to be ompatible
with Solar System experiments), the inrease of the speed-up fator must stop at
some time and, afterwards, it must approah unity. Therefore, models implying a
onstant or monotoni ξ(T ) funtion are not good andidates to solve the lithium
problem. We will then restrit our analysis to self-interating salar-tensor theo-
ries satisfying the following two additional onditions : 1) they imply a speed-up
fator with a loal maximum (it is a non-monotoni funtion of T ), 2) they have
an attration mehanism towards General Relativity.
The analysis of the early behavior of ξ is a omplex problem, speially when ϕ˙
starts to deviate from zero (see, e.g., [86, 78℄ for theories without a self-interation
term). Nevertheless, the rst ondition (non-monotoni ξ) is more easily satised in
theories implying ξ < 1 at very early times (when ϕ˙init ∼ 0 and the self interation
term is still negligible). Sine ξ ≃ A(ϕ) at suh early times, the ondition ξinit < 1
implies A(ϕ)init < 1. Taking into aount equation (C.0.3), the simple hoie of a
power law α(ϕ) ∝ ϕ2n for the oupling funtion, will imply ξinit < 1 provided that
ϕinit < 0. On the other hand, as quoted in the rst setion, a similar hoie V (ϕ) ∝
ϕ2m for the self interation term, will imply the existene during the radiation-
dominated epoh of an attration mehanism towards General Relativity (ξ will
not remain frozen to its initial value). Nevertheless, a self-interation orresponding
to m = 1, in other words, a simple mass term, is not a viable hoie beause the
salar eld is not damped eiently. In fat, by a simple dimensional analysis of
equation (C.0.12), one an dene a harateristi time for the frition : τfric =
meff
νeff
,
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and a harateristi time for the dragging in the eetive potential : τdrag =
√
meff
|Feff | .
When omparing the ratio
τdrag
τfric
for a model with m ≥ 2 and a model with m = 1,
if the onstant oeients are of the same order of magnitude (whih is required
by the fat that the self-interation must play a role at temperatures relevant for
BBN), one nds, when ϕ≪ 1 that :(
τdrag
τfric
)
m≥2
>
(
τdrag
τfric
)
m=1
That means that the frition is less eient in the ase m = 1, when the salar
eld has onverged in a neighbourhood of 0. This is supported by numerial om-
putations that show that the salar eld quikly reah a neighbourhood of 0, but
is not damped enough during the radiation dominated era with a self-interation
of the type V (ϕ) ∝ ϕ2. In suh a ase, the energy ontribution of the salar eld
beomes more and more important until the beginning of the matter dominated
era. Suh models might eventually lead to a very dierent estimation of the baryon
to photon ratio through CMB anisotropies, then invalidating the hypothesises at
the basis of the omputations presented in this paper.
In order to analyze the possible impliations of salar-tensor theories with a
self-interation term, we will adopt here the simple hoie :
α(ϕ) = aϕ2; V (ϕ) = Λ2ϕ4 (C.0.26)
with ϕ˙init = 0 and ϕinit < 0.
The eetive potential for these theories writes :
Veff(ϕ, λ) = (1− 3wb)a
3
ϕ3 +
Λ2ϕ4
4πG∗ρ∗(λ)
, (C.0.27)
whih means that, during the radiation dominated period, Veff (ϕ, λ) = Λ
2ϕ4/(4πG∗ρ∗),
leading to an attration towards 0 that is eetive as soon as Λ2ϕ4 ∼ 4πG∗ρ∗(λ),
or in other words, as soon as the energy density of the salar eld is of the same
order as the energy density of radiation.
Using (C.0.26), and varying the parameters (a,Λ, ϕinit), we have numerially
omputed the BBN proesses and the resulting primordial abundanes. We have
found that all models with −1.5 < ϕinit < −0.9 lead to primordial abundanes
that agree with all the observational onstraints mentioned in the Introdution.
Consequently, there is not a lithium problem for suh models. The parameters
a and Λ are not strongly onstrained. The only requirement is that Λ should
not be too small in order for the attration mehanism desribed above to our
during BBN, at temperatures between 10 MeV and 1 MeV. Indeed, from equation
(C.0.12), we know that the attration mehanism approximately (when |ϕ| ∼ 1)
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ours when Λ2 ∼ G∗ρ∗(λ) ; for 1 MeV < T < 10 MeV, whih orrespond to the
period of BBN, sine ρ∗(λ) ∝ (T/T0)4, we are left with ∼ 0.1 s−1 < Λ <∼ 6 s−1.
To be more preise, we now present a speial ase by xing the initial onditions
to ϕ˙init = 0 and ϕinit = −1.3. Figure (C.0.2) displays, in the (a,Λ) plane, the
regions of theories leading to the observed primordial abundanes. The onstraints
only ome from the
4
He and D abundanes, whih means that the
7
Li abundane is
in perfet agreement with the observations for a muh wider range of parameters.
The two separated regions orrespond to the two dierent onstraints imposed on
the
4
He abundane [91, 92℄.
Fig. C.0.2  Spae of the parameters (a,Λ) for the theory dened by α(ϕ) = aϕ2
and V (ϕ) = Λ2ϕ4 with xed initial onditions : ϕi = −1.3 and ϕ˙i = 0. The
aeptable theories are represented by the shaded regions.
The dynamis of the salar eld and of the speed-up fator are respetively
shown in gures (C.0.3) and (C.0.4) for the partiular hoie (a,Λ) = (1, 0.3 s−1).
In a rst phase, the self-interation plays no role and the eld is almost onstant
until T ∼ 5 MeV, leading to an expansion slower than in General Relativity. Then,
the ϕ4 term starts to dominate the eetive potential and attrats the salar eld
towards zero. The expansion fator also osillates and is driven to values greater
than those obtained in General Relativity. The primordial abundanes predited
in this ase are Yp = 0.2449, D/H = 3.030× 10−5 and 7Li/H = 2.387× 10−10, in
agreement with observations.
The lues for the suess of this kind of salar-tensor theories in solving the
lithium problem have been already advaned at the beginning of this subsetion.
The evolution of the (n/p) ratio, as well as that of the 4He overprodution in the
salar-tensor model exemplied here, are shown in gure (C.0.5). As an be notied
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Fig. C.0.3  Evolution of the salar eld ϕ during BBN for the salar tensor theory
dened by α(ϕ) = ϕ2 and V (ϕ) = 0.32ϕ4 with ϕi = −1.3 and ϕ˙i = 0.
on that gure, the eet of the speed-up fator on the n/p ratio is an integrated
eet at temperatures between a few MeV and a few hundreds of keV. The fat
that the speed-up fator is less than 1 at temperatures higher than 1 MeV implies
that the n/p ratio departs from thermal equilibrium slighly later than in General
Relativity, and this eet is partly ompensated by a speed-up fator greater than
one after 1 MeV, resulting in a n/p ratio that dereases faster in General Relativity
than in the salar-tensor model between 1 MeV and 0.1 MeV. These two eets
almost ompensate eah other and result in a n/p ratio at the beginning of BBN
omparable in the two models, and so, in a
4
He abundane in the salar-tensor
model that is not very dierent from the one obtained in General Relativity. During
the whole BBN period, the speed-up fator is instead signiantly higher than
unity. Then, the burning of
4
He to produe heavier elements is less eient than
in General Relativity, and the resulting nal
7
Li abundane is low enough to be
onsistent with the observed value. Indeed, the reation
3
He(α, γ)7Be dominates
the reation of
7
Be (and then of
7
Li by β-deay of 7Be) during BBN. Therefore,
negleting the destrution of
7
Be through the reation
7
Be(n,p)7Li that is ineient
beause of the low neutron abundane, a rough estimate of the nal abundane of
these elements an be obtained from dYBe7/dT = ΓYHe3YHe4/(TH) or, for small
variations :
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Fig. C.0.4  Speed-up fator as a funtion of the temperature for the salar tensor
theory dened by α(ϕ) = ϕ2 and V (ϕ) = 0.32ϕ4 with ϕi = −1.3 and ϕ˙i = 0. The
speed-up fator onverges towards 1 as soon as the matter-radiation equality is
reahed.
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∆YBe7 =
Γ
H
YHe3YHe4∆ lnT (C.0.28)
where Γ is the reation rate of 3He(α, γ)7Be, while YBe7, YHe3 and YHe4 denote the
abundanes of
7
Be,
3
He and
4
He, respetively.
The lower panel of gure C.0.5 shows the evolution of the
7
Be+
7
Li abundane
in this salar-tensor model as well as in General Relativity (GR). It an be seen
from this gure that both preditions start to signiantly deviate only at tem-
peratures smaller than 0.06 MeV, and reah their nal onstant values at about
T ∼ 0.03 MeV. By applying the equation (C.0.28) within suh a small range of
temperatures, we have :
∆YBe
∆Y GRBe
∼ ξ−1YHe3YHe4
Y GRHe3Y
GR
He4
, (C.0.29)
that also provides an estimate of the nal YLi7/Y
GR
Li7 ratio. At temperatures below
0.06 MeV, the abundanes of 3He and 4He are onstant in both models, with
YHe3 ∼ Y GRHe3 and YHe4 ∼ Y GRHe4, while the speed-up fator osillates around ξ ∼ 1.16.
Therefore, equation (C.0.29) implies YLi7 ∼ 0.8Y GRLi7 , in rough agreement with
our result obtained from the full integration of the nulear reation network :
YLi7 = 0.74Y
GR
Li7 .
Of ourse, other theories with a dierent oupling funtion and/or a dierent
potential ould have the same eet on the
7
Li abundane, provided that they
lead to a speed-up fator with a time evolution similar to that found in the models
analyzed in this setion. As an example, the Appendix shows that, when the ϕ˙init =
0 ondition is relaxed in salar tensor theories without a self-interation term
(then, the onvergene towards General Relativity is not ensured, and requires
additional onditions), some of the resulting models an also solve the lithium
problem. Therefore, the mehanism found here, based on a spei shape of the
variation of the expansion rate during BBN, an be ahieved in a great variety of
salar-tensor osmologial models.
Beyond BBN proesses : eets on CMB and matter power spetrum
It is important to note that, in the analysis of the previous subsetion, at the
end of BBN, α(ϕ) < 10−5 and A(ϕ) ∼ 1, so that Geff/GN ∼ 1 ; moreover, α(ϕ)
goes on dereasing beause ϕ dereases, so that one an onsider that gravitation
is indistinghishable from General Relativity already at the end of BBN. Neverthe-
less, the salar eld still has a non negligible energy density, and onsequently, the
expansion rate is not the one of General Relativity with matter dust and radiation
uids, but reeives an additional ontribution from the salar eld energy density.
This is why the speed-up fator is not immediately 1 but osillates around a value
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Fig. C.0.5  Upper panel : Evolution of (n/p) as a funtion of the temperature in
General Relativity (dashed line) and in the same model as in Figure C.0.4 (solid
line). The dashed dotted line represents the (n/p) ratio at equilibrium. Medium
panel : Evolution of the dierene between
4
He abundanes in General Relativity
and in the same model as in Figure C.0.4. Lower panel : Evolution of the abundane
of
7
Be+
7
Li as a funtion of temperature in General Relativity (dashed line) and
in the same model as in Figure C.0.4 (solid line).
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of 1.16 until the end of the radiation dominated era and onverges towards 1 when
dust matter begins to dominate. As a onsequene, we expet that suh a model
will have some impat on observables suh as the matter power spetrum or the
CMB. This is atually the ase, but, these impats are really of a dierent na-
ture that the ones that were previously investigated in the ontext of salar-tensor
theories [109, 63, 110, 111, 112℄ : these works address the eets of modiation of
gravity (mainly variations of the gravitational oupling) on the CMB and matter
power spetrum. In the models presented in this paper, the variation of the gravi-
tational oupling plays a very important role during BBN (as examplied above),
well before the matter dominated era, but at the epoh of matter-radiation equa-
lity, the gravitational oupling no longer signiantly varies, and the salar eld
behaves almost like a standard salar eld (α(ϕ) ∼ 0). Let's know onsider the
impat of our model on the matter power spetrum and on the CMB. The mat-
ter power spetrum turn-over is dened by the sale entering the Hubble horizon
at the matter radiation equality (that is H−1eq ) [113℄. Sine the expansion rate is
slightly faster in the model presented here than in General Relativity at the time
of equality, we expet a shift in the turn over given by [63℄ :
δkT
kT
= −
(
δH−1
H−1
)
eq
, (C.0.30)
Whih yields, if we dene the speed-up fator at equality by ξeq :
δkT
kT
= ξeq − 1. (C.0.31)
With ξeq ∼ 1.075, one then has : δkT/kT ∼ 7.5%. This small shift is ompletely
ompatible with the urrent inertainties on data [114℄.
The position of the rst aousti peak in the CMB power spetrum is also
aeted. The aousti osillations our at an angular sale proportional to the
size of the CMB sound horizon at deoupling and inversely proportional to the
omoving distane between the observer and the last sattering surfae. So, if one
denes the onformal time :
τ =
∫ t
0
dt
a(t)
, (C.0.32)
the multipole moment assoiated with the rst peak is given by :
lp ∝ τ0 − τdec
τ0
(C.0.33)
where τ0 is the onformal time of the observer (today), and τdec the onformal
time at deoupling. Then the shift in the position of the rst peak : δlp/lp =
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(lp − lGRp )/lGRp an be numerially inferred from the simulation. For the model
presented above, one nds : δlp/lp ∼ 8%. This is a rather important shift [115℄,
but it should be stressed that it depends strongly on the value of the expansion
rate today, and that it has been assumed, to make a signiant omparison that
this expansion rate today was the same in the two models (General Relativisti
osmology and salar-tensor osmology). It is possible to play with the aeptable
value of H0 (that is to give dierent values of H0 to the two models) to make this
shift smaller.
Finally, one expets that the model presented above will lead to other dis-
tortions in the CMB power spetrum at small sales sine the expansion rate is
dierent from the one of General Relativity during the whole radiation dominated
era, when the small sales (those smaller than the one of the rsts aousti peak)
are entering the sound horizon, but investigating these problem demands a detai-
led analysis of the CMB physis in this new ontext that is beyond the sope of
this paper, and will be dealt with in a forthoming paper.
Conlusion
In the framework of the standard BBN, the WMAP measurement of the baryon
density of the Universe Ωbh
2 = 0.0224± 0.0009 leads to a serious disrepany bet-
ween the predited and observed
7
Li abundane, even when systemati errors are
autiously taken into aount. We addressed this problem by renewing the stan-
dard BBN senario in a simple way : by onsidering that gravitation is desribed
by a salar-tensor theory. The expansion of the Universe during BBN is then mo-
died, then modifying the onditions and the eieny of nulear reations while
assuming the standard nulear physis. We showed that it is possible to obtain
a small enough
7
Li abundane and, at the same time, to preserve the
4
He and
D abundanes thanks to a salar-tensor theory of gravity with a non monotoni
speed-up fator that has a generi behavior. The expansion must be similar to that
found in General Relativity at T ∼ 1−2MeV, so that the freezing-out temperature
of the weak proesses n+ νe ↔ p+ e− and n+ e+ ↔ p+ ν¯e is also similar to that
obtained in General Relativity, then leading to almost the same
4
He prodution.
However, during BBN, the expansion must be faster than in General Relativity,
making the reation
3
He(α, γ)7Be less eient to burn 4He and to produe 7Li.
Consequently, the
7
Li abundane obtained for the baryon density inferred from
WMAP ould be a good imprint for the presene of a salar eld expliitly oupled
to matter at the beginning of the Universe, hallenging our understanding of the
primordial Universe and the nature of gravity at early epohs. It ould then be
valuable to study the possible signatures of this salar eld in inationary senarios
and to perform a detailled analysis of its impat on CMB physis and struture
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APPENDIX : Varying speed-up fator in theories
without a self-interation term
All the models analyzed in this paper starts from ϕ˙init = 0. As a onsequene,
in any theory without a self-interation term, the salar eld has a onstant value
during the whole radiation-dominated period. Nevertheless, previous works [86, 78℄
have shown that, when the ondition ϕ˙init = 0 is relaxed, many of these theories
also imply a non-monotoni evolution of the speed-up fator. The onvergene of
these theories towards General Relativity has instead important dierenes with
respet to that found for the models analyzed in this paper. In non-monotoni
salar-tensor theories without a self-interation term, the onvergene towards Ge-
neral Relativity is not ensured independently of the initial onditions.
One of the main onlusions of this paper is that the lithium problem an
be solved in many salar-tensor theories, dened by dierent oupling funtions
and/or dierent potentials, but implying an evolution of the speed-up fator with
the same general properties as those found in the setion dediated to the theories
with a self-interation term. In this Appendix, we explore the impat on BBN of
a theory dened, in the Dike-Jordan frame, by
3 + 2ω(φ) =
a
|φ− 1| + b (C.0.34)
with φinit > 1 (this is a neessary ondition for the speed-up fator to be less than
unity at the beginning).
In the limit lose to general relativity (φ→ 1), the above theory leads [80, 190℄
to an Einstein frame formulation with α(ϕ) ∝ |ϕ|1/2 and ϕinit < 0. The eetive
potential dened in (C.0.13) then beomes
Veff(ϕ) = sgn(ϕ)
2(1− 3wb)
3
|ϕ| 32 , (C.0.35)
where sgn(x) = −1, 0, 1 if x is negative, zero or positive, respetively. This eetive
potential does not have a minimum, but a stationary point at ϕ = 0. So, if the
salar eld does not have a high enough initial veloity, it will roll down its eetive
potential during the matter-dominated era, pushing the theory far from General
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Relativity. Then, in these theories, one must give an initial veloity to the salar
eld so that it an reah the opposite side of the stationary point 0 before the
matter dominated era. In [77℄, it was shown that, during the radiation dominated
era, the total displaement of the salar elds is given by :
∆ϕ =
√
3
2
ln
(
1 + ϕ
′
i/
√
3
1− ϕ′i/
√
3
)
(C.0.36)
So that we an dedue the initial veloity neessary to reah 0, starting from ϕi.
It is given by :
ϕ
′
i =
√
3
exp(−2)ϕi/
√
3− 1
1 + exp(−2)ϕi/
√
3
(C.0.37)
that is always nite and bounded by −√3 and √3.
Sine it is not possible to perform the analytial transformation (C.0.4) to nd
its exat form in the Einstein frame, the models dened by (C.0.34) have been
integrated in the Dike-Jordan frame. Moreover, the integration was performed
bakward in time, then replaing the initial ondition on the salar eld by the
present value of the oupling funtion ω(φ). The present value of the derivative of
the salar eld was xed to zero.
By varying the three remaining parameters (a, b, ω(φ0)), we identied the os-
mologial models that lead to the observed abundanes of light elements. The
results were not sensitive to ω(φ0) as long as ω(φ0) is suiently large to pass the
Solar System tests. Then, restriting the analysis to the parameters a and b, the
gure (C.0.6) shows (as shaded regions) the (a, b) ouples leading to primordial
abundanes of
4
He, D and
7
Li ompatible with observations. Again, the two dis-
tint admissible regions are related to the two dierent observations onsidered for
the
4
He abundane [91, 92℄.
As an illustration of these theories, the gure (C.0.7) shows the evolution of
speed-up fator orresponding to the partiular hoie a = 4, b = 2.68 and ω(φ0) =
1014. It exhibits the behavior we desribed previously in order to solve the lithium
problem and to preserve the
4
He abundane. The predited primordial abundanes
in this example were in fat : Yp = 0.2405, D/H = 2.871 × 10−5 and 7Li/H =
2.601× 10−10.
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Fig. C.0.6  Aeptable theories are represented by the shaded regions in the (a, b)
plane, for 3 + 2ω(φ) = a|φ−1| + b in the Dike-Jordan frame.
0,0001 0,001 0,01 0,1 1 10
T (MeV)
0,6
0,8
1
1,2
Speed-up factor
Fig. C.0.7  Speed-up fator as a funtion of the temperature (in MeV) during
BBN.
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Integrability of anisotropi and homogeneous Universes in
salar-tensor theory of gravitation
Julien Larena and Jérme Pérez
In this paper, we develop a method based on the analysis of the Kovalewski exponents
to study the integrability of anisotropi and homogeneous Universes. The formalism is
developed in salar-tensor gravity, the general relativisti ase appearing as a speial ase
of this larger framework. Then, depending on the rationality of the Kovalewski exponents,
the dierent models, both in the vauum and in presene of a barotropi matter uid,
are lassied, and their integrability is disussed.
Greek indexes run from 0 to 4, Latin indexes run from 1 to 3 and ∇µ indiates a
ovariant derivative.
Dynamial equations
Homogeneous spaes
The lassiation of homogeneous and anisotropi 3D spaes gives 11 dierent
types of spaes assoiated to distint families of struture group onstants
C cab = εabdN
dc + δcb Aa − δcaAb (C.1.1)
where εabd is the usual totally antisymmetri unit tensor, δ
c
b the Kroneker symbol,
Nab is the ontravariant omponent of an order 2 symmetri tensor, and the vetor
A must follows
NabAb = NabA
b = 0. (C.1.2)
Without loss generality, one an write Nab = diag(n1, n2, n3) and Ab = [a, 0, 0]
provided that an1 = 0. Distint homogeneous and anisotropi spaes in 3D an
then be lassied in the following table :
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n1 n2 n3 a Name
0 is eigenvalue of N with multipliity 3 0 0 0 0 B
i
0 0 0 ∀ B
v
0 is eigenvalue of N with multipliity 2 1 0 0 0 B
ii
0 1 0 ∀ B
iv
0 is eigenvalue of N with multipliity 1 1 1 0 0 B
viio
0 1 1 ∀ B
viia
1 −1 0 0 B
vio
0 1 −1 6= 1 B
via
0 1 −1 1 B
iii
0 is not an eigenvalue of N 1 1 1 0 B
ix
1 1 −1 0 B
viii
Note that eah ase is degenerate, for example n1 = −1, n2 = 1, n3 = −1 and
a = 0 is in the equivalene lass of B
ix
whih ontains all the possibilities with a
positive signature and 0 out of the spetrum of N . This is the well known Bianhi
lassiation (see [192℄,[193℄).
Salar-tensor theory of gravitation
In salar-tensor theories of gravity, the dynamis of the Universe ontains a
new salar degree of freedom that ouples expliitly to the energy ontent of the
Universe [68, 185, 187, 186, 73℄. In units of c = 1, the ation generially writes, in
the so-alled Einstein frame :
S = 1
4πG
∫ (
R
4
− 1
2
ϕ,µϕ
,µ − U(ϕ))√−gd4x
+Sm(ψm,Θ
2(ϕ)gµν), (C.1.3)
G being a bare gravitational onstant, ϕ the salar eld, U(ϕ) its self-interation
term and Θ(ϕ) its oupling to matter. The funtional Sm(ψm,Θ
2(ϕ)gµν) stands
for the ation of any eld ψm that ontributes to the energy ontent of the Uni-
verse. It expresses the fat that all these elds ouple universally to a onformal
metri g˜µν = Θ
2(ϕ)gµν , then implying that the weak equivalene priniple (loal
universality of free fall for non-gravitationally bound objets) holds in this lass of
theories. The metri g˜µν denes the Dike-Jordan frame, in whih standard rods
and loks an be used to make measurements (sine in this frame, the matter part
of the ation aquires its standard form). Despite the onformal relation, these two
frames have a dierent status : in the Dike-Jordan frame, where the gravitational
degrees of freedom are mixed, the Lagrangian for the matter elds does not ontain
expliitly the new salar eld : the non gravitational physis has then its standard
form. In the Einstein frame, the salar degree of freedom expliitly ouples to the
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matter elds, then leading for example to the variation of the inertial masses of
point-like partiles. Of ourse, the two frames desribe the same physial world.
Nevertheless, the usual interpretation of the observable quantities is profoundly
modied in the Einstein frame, whereas it holds in the Dike-Jordan frame, where
the rods and loks made with matter are not aeted by the presene of the salar
eld. That is why one usually refers to the Dike-Jordan frame as the observable
one. However, the dynamis of the elds is generally more easily desribed in the
Einstein frame, so that in this work, sine we are interested in the integrability of
the models rather than in there physial ontent, the analysis will be done in the
Einstein frame.
Varying the Einstein frame ation (C.1.3) with respet to the elds yields the
equations :
Rµν − 1
2
Rgµν = χTµν + T
ϕ
µν (C.1.4)
ϕ = −χ
2
ω(ϕ)T +
dU(ϕ)
dϕ
(C.1.5)
∇νT νµ = ω(ϕ)T∇µϕ (C.1.6)
where χ = 8πG, T is the trae of the energy-momentum tensor of matter elds
Tµν , and T
ϕ
µν = 2ϕ,µϕ,ν−gµν(gαβϕαϕβ)−2U(ϕ)gµν is the energy-momentum tensor
of the salar eld. Moreover, we have dened the oupling ω (ϕ) = d lnΘ
dϕ
. It is
important to note that these equations redue to those of General Relativity in
presene of a salar eld i ω(ϕ) = 0.
Dynamial equations of salar-tensor theory in homogeneous
spaes
If one denotes by t the physial time and by τ a onformal time suh that
dt = N (τ) dτ , where N (τ) is generally alled lapse funtion, the line element of
the 3 + 1 physial spae reads :
ds2 = gijdx
idxj − dt2 = γ (τ)ωiωj −N2 (τ) dτ 2 (C.1.7)
As explained in [194℄, one an nd an invariant basis of dierential forms {ω1, ω2, ω3}
in eah Bianhi spae suh that γ is diagonal ; we note hereafter γ (.) = diag (αi (.)) .
Taking V (τ) = (α1α2α3)
1/2
as a lapse funtion, and introduing Ai = ln (αi),
the salar-tensor dynamial equations in homogeneous and anisotropi Universe
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read : 

χV 2 [3 (P + Pϕ) + ρ+ ρϕ] = − (ln (V 2))′′ + 12
(
(ln (V 2))
′)2
−1
2
(A′21 + A
′2
2 + A
′2
3 )
χV 2 [ρ+ ρϕ − (P + Pϕ)] = A′′1 + n21α21 − (n2α2 − n3α3)2
χV 2 [ρ+ ρϕ − (P + Pϕ)] = A′′2 + n22α22 − (n3α3 − n1α1)2
χV 2 [ρ+ ρϕ − (P + Pϕ)] = A′′3 + n23α23 − (n1α1 − n2α2)2
χV 2ω (ϕ) [ρ− 3P ] = −2ϕ′′ − 4 (lnV )′ ϕ′ − 2dU
dϕ
V 2
In these equations we have written
′
for d/dτ ; in addition the Universe is lled
by a perfet uid with pressure P and energy density ρ ; nally we have noted :{
ρϕ := [ϕ
′2/2 + U(ϕ)] /χ
Pϕ := [ϕ
′2/2− U(ϕ)] /χ (C.1.8)
Taking U ≡ 0, and reorganizing the rst dynamial equation using the three
others, the system (C.1.8) beomes :

0 = Ec + Ep − 4χρV 2 − 4χρϕV 2
χV 2 [ρ+ ρϕ − (P + Pϕ)] = A′′1 + n21α21 − (n2α2 − n3α3)2
χV 2 [ρ+ ρϕ − (P + Pϕ)] = A′′2 + n22α22 − (n3α3 − n1α1)2
χV 2 [ρ+ ρϕ − (P + Pϕ)] = A′′3 + n23α23 − (n1α1 − n2α2)2
χV 2ω (ϕ) [ρ− 3P ] = −2ϕ′′ − 4 (lnV )′ ϕ′
(C.1.9)
where
Ec := A
′
1A
′
2 + A
′
1A
′
3 + A
′
3A
′
2 and Ep :=
3∑
i6=j=1
ninje
Ai+Aj −
3∑
i=1
n2i e
2Ai
The energy-momentum onservation, that in salar-tensor theory is :
∇µTµν = ω (ϕ)Tλβgλβ∂νϕ (C.1.10)
oupled to the hypothesis of a barotropi uid :
P = (Γ− 1) ρ (C.1.11)
allows us to obtain a relation between ρ, V and ϕ whih is :
ρ = ρoV
−ΓΘ4−3Γ with ρo ∈ R+ \ {0} (C.1.12)
One should note that a uid of radiation (Γ = 4/3) doesn't ouple diretly to the
salar eld. Assuming a power law dependene of ϕ′ in V , more preisely :
ϕ
′
= ϕ
′
oV
∆
(C.1.13)
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and making use of (C.1.12) one an solve the last equation of system (C.1.8), and
obtain an expliit dependene on V for Θ(ϕ) :
ρoΘ
4−3Γ =
a2
2χ
V 2(∆−1)+Γ where a2 =
4(∆ + 2)
2(1−∆)− Γϕ
′2
o (C.1.14)
Assuming ρo > 0 (whih orresponds to non exoti matter) and 0 ≤ Γ ≤ 2 (whih
orresponds to the largest lass of barotropi uid), relation (C.1.14) holds under
the ondition :
−2 < ∆ < 2− Γ
2
(C.1.15)
The assumption (C.1.13) is a onstraint on the entire dynamial system rather
than on the salar-tensor theory itself. Indeed, any hoie of oupling funtion ω(ϕ)
an be done, but then the resulting behavior of V (τ) is ompletely xed by the last
equation of system (C.1.9). Conversely, imposing a behavior for the volume V (τ)
determines the orresponding oupling funtion. For example, imposing a Brans-
Dike theory, i.e. ω(ϕ) = ω0 = cste results in V (τ) ∝ τ 1/(2−∆) ; on the ontrary, a
volume evolving as V ∝ eλτ leads to
Θ(ϕ) ∝ ϕ 2(∆−1)+Γ(4−3Γ)∆ , (C.1.16)
that is, ω(ϕ) ∝ 1
ϕ
and ϕ ∝ eλ∆τ . To sum up, the only onstraint imposed by
assumption (C.1.13) is on the ouple (V (τ), ω(ϕ)), through the relation :
ρ
ρϕ
=
4(∆ + 2)
2(1−∆)− ΓV
−2
, (C.1.17)
that implies that, at any time, the ratio of the densities of the barotropi uid and
of the salar eld sales with the inverse of the square of the volume. This is a
suient onstraint to make the Kovalewski formalism tratable in salar-tensor
gravity. Replaing (C.1.14) into (C.1.12), and onsidering (C.1.13) after (C.1.8),
the dynamial system assoiated with the homogeneous Universe in salar-tensor
theory is :

Ec + Ep = 2a
2V 2∆ + 2ϕ′ 2o V
2∆+2
2 [2− Γ] a2V 2∆ = A′′1 + n21α21 − (n2α2 − n3α3)2
2 [2− Γ] a2V 2∆ = A′′2 + n22α22 − (n3α3 − n1α1)2
2 [2− Γ] a2V 2∆ = A′′3 + n23α23 − (n1α1 − n2α2)2
(C.1.18)
It is important to note that whereas this system seems independent on Γ, it atually
depends on it through the parameter ∆ that fully haraterizes our solution. In
fat, for eah oupling funtion, their exists a non-ambiguous link between Γ and
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∆. For example in the ase of a radiation uid when Γ = 4/3, the LHS of the
last equation in system (C.1.9) vanishes and one an nd that ϕ′ ∝ V −2 and then
∆ = −2.
A diret inspetion of the rst equation of system (C.1.18) shows that we an
predit qualitatively the behavior of the ase : ∆ = 0. Indeed, in this ase, one of
the two terms of Ec+Ep redues to a positive onstant and the other one tends to
0 as V tends to 0. It is well known (e.g. [195℄) that suh a ase breaks the Kasner
yle (e.g. [196℄) for B
viii
and B
ix
, and then suppresses the haoti behaviour
toward the t = 0 singularity for these models. The ase ∆ = −1 seems to be
similar, but the other term now diverges and then this simple analysis annot be
done.
Hamiltonian formalism
The quantity alled Ec = A
′
1A
′
2 +A
′
1A
′
3 +A
′
3A
′
2 is a quadrati form of Ai=1,2,3
derivatives. Then, one an diagonalize it using a linear hange of variables :

q1 = (A1 −A2) /
√
2
q2 = (A1 + A2 − 2A3) /
√
6
q3 = 2 (A1 + A2 + A3) /
√
6
(C.1.19)
Introduing the assoiated onformal time derivatives pi=1,2,3 := q
′
i=1,2,3
, the rst
equation of the system (C.1.18) beomes :
H :=
1
2
(
p23 − p21 − p22
)
+ e
√
6
3
q3 ξ (q1, q2)− 2a2e
√
6
2
∆q3 − 2ϕ′2o e
√
6
2
(∆+1)q3 = 0 (C.1.20)
the so-alled potential ξ is dened by :
ξ (q1, q2) = −n21e
“√
6
3
q2+
√
2q1
”
− n22e
“√
6
3
q2−
√
2q1
”
− n23e−
2
√
6
3
q2
(C.1.21)
+2n1n2e
√
6
3
q2 + 2n1n3e
“√
2
2
q1−
√
6
6
q2
”
+ 2n2n3e
−
“√
2
2
q1+
√
6
6
q2
”
In terms of (qi, pi) variables, the dynamial system (C.1.18) is quasi-Hamiltonian
(e.g. [197℄ and later [198℄,[199℄,[200℄)
q′1,2 =
dq1,2
dτ
= − ∂H
∂p1,2
p′1,2 =
dp1,2
dτ
= − ∂H
∂q1,2
q′3 =
dq3
dτ
= ∂H
∂p3
p′3 =
dp3
dτ
= −∂H
∂q3
(C.1.22)
The minus that breaks the strit Hamiltonian symmetry omes from the minus
signature of the quadrati form assoiated with Ec.
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Integrability of homogeneous Universes
The ase of Bianhi Universes
The following work has been initiated by Melnikov's team (see e.g. [201℄ and
[202℄ and referenes therein). In the speial ase of B
ix
, [203℄ onsists in an applia-
tion ; a generalization in the ontext of the whole lass A (i.e. a = 0) was tried by
[204℄. However, a lot of impreisions in this last work need this new reformulation
and extension to salar-tensor theory.
Bianhi universes as generalized Toda systems
Introduing the following vetors :
a1 := [0,
√
6/3,
√
6/3] a2 := [
√
2/2,−√6/6,√6/3] a3 := [−
√
2/2,−√6/6,√6/3]
a4 := [
√
2,
√
6/3,
√
6/3] a5 := [−
√
2,
√
6/3,
√
6/3] a6 := [0,−2
√
6/3,
√
6/3]
a7 := [0, 0,
√
6∆/2] a8 := [0, 0,
√
6(∆ + 1)/2]
(C.1.23)
the 3-forms :
∀x,y ∈ R3 (x, y) := +x1y1 + x2y2 + x3y3〈x, y〉 := −x1y1 − x2y2 + x3y3 (C.1.24)
and the onstants :
k1 := 2n1n2 k2 := 2n1n3 k3 := 2n2n3
k4 := −n21 k5 := −n22 k6 := −n23
k7 = −2a2 k8 = −2ϕ′2o
(C.1.25)
it is lear that the Hamiltonian (C.1.20) reads :
H =
1
2
〈p,p〉+
8∑
i=1
kie
(ai,q)
(C.1.26)
whih is a lassial form of a generalized Toda dynamial system.
Following Melnikov [201℄, we hange {q,p} variables to {u,v} ones, suh that :{
u ∈ R8, ui=1,...,8 := 〈ai,p〉
v ∈ R8, vi=1,...,8 := exp (ai,q) (C.1.27)
Through this hange, the number of degrees of freedom jumps from 6 in {q,p}
to 16 in terms of {u,v}. Still writing ′ for the derivatives with respet to the
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onformal time τ , the dynamial equations then read :
∀i = 1, ..., 8


v′i = uivi
u′i =
8∑
j=1
mijvj
with mij := −kj 〈ai, aj〉 (C.1.28)
This new formulation is now polynomial. Using the appendix notations, one an
diretly prove that the system (C.1.28) is autosimilar with any non vanishing index
and weight g suh that :
g1 = ... = g8 = 1 and g9 = ... = g16 = 2 (C.1.29)
g is unique provided that (C.2.39) is fullled. A partiular autosimilar solution of
(C.1.28) is then
[u˜ v˜]T = ct−g =
[
λ1t
−1, ..., λ8t−1, µ1t−2, ..., µ8t−2
]T
(C.1.30)
provided that the onstant non vanishing vetor c = [λ, µ] = [λ1, ..., λ8, µ1, ..., µ8]
is a solution of the algebrai system of equations :
∀i = 1, · · · , 8


8∑
j=1
mij µj = −λi
λi µi = −2µi
(C.1.31)
Hene, to any non vanishing solution of this last system orresponds a set of 16
Kovalewski exponents that allows to write the solution of the system (C.1.22) (f
Appendix A). A neessary ondition for the system to be integrable is that all its
Kovalewski exponents be rational. So, the rest of the paper will be devoted to the
analysis of these exponents in order to study the integrability of dierent types of
homogeneous and anisotropi Universes.
Solutions of the algebrai system
In the more general ase (that is salar-tensor theory in presene of matter
barotropi uids), the algebrai system (C.1.31) makes use of the 8× 8 matrix
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M :=


0 −2n1n3 −2n3n2 0 0 2n23 2a2∆ 2ϕ′ 2o ∆1
−2n1n2 0 −2n3n2 0 2n22 0 2a2∆ 2ϕ′ 2o ∆1
−2n1n2 −2n1n3 0 2n21 0 0 2a2∆ 2ϕ′ 2o ∆1
0 0 −4n3n2 −2n21 2n22 2n23 2a2∆ 2ϕ′ 2o ∆1
0 −4n1n3 0 2n21 −2n22 2n23 2a2∆ 2ϕ′ 2o ∆1
−4n1n2 −4n1n3 0 2n21 2n22 −2n23 2a2∆ 2ϕ′ 2o ∆1
−2n1n2∆ −2n1n3∆ −2n3n2∆ n21∆ n22∆ n23∆ 3a2∆2 3ϕ′ 2o ∆1∆
−2n1n2∆1 −2n1n3∆1 −2n3n2∆1 n21∆1 n22∆1 n23∆1 3a2∆∆1 3ϕ′ 2o ∆21


(C.1.32)
where ∆1 := ∆ + 1. One an straightforwardly hek that M is of rank 3.
The vetor
→
0 is always a solution of the system (C.1.31), but it is not relevant for
the quest of Kovalewski exponents that needs non trivial solutions. A systemati
study of the solutions of the system (C.1.31) is possible : for p = 6, 7 or 8 let
Ep = {1, 2, 3, · · · , p}, we onsider the minor determinants :
∀(i, j, k) ∈ Ep × Ep × Ep ζi = mii , ζi,j =
∣∣∣∣ mii mijmji mjj
∣∣∣∣
ζi,j,k =
∣∣∣∣∣∣
mii mij mik
mji mjj mjk
mki mkj mkk
∣∣∣∣∣∣
(C.1.33)
and the determinants :
d2i =
∣∣∣∣ 2 mij2 mjj
∣∣∣∣ , d2j =
∣∣∣∣ mii 2mji 2
∣∣∣∣ (C.1.34)
d3i =
∣∣∣∣∣∣
2 mij mik
2 mjj mjk
2 mkj mkk
∣∣∣∣∣∣ , d3j =
∣∣∣∣∣∣
mii 2 mik
mji 2 mjk
mki 2 mkk
∣∣∣∣∣∣ , d3k =
∣∣∣∣∣∣
mii mij 2
mji mjj 2
mki mkj 2
∣∣∣∣∣∣ (C.1.35)
Solutions of System (C.1.31) are then lassied into three lasses :
1. Type 1 solutions (T1) : ∃! i ∈ Ep suh that µi 6= 0 and ∀j ∈ Ep\{i} , µj = 0 :
then λi = −2 and
 if ζi = 0 : there is no solution.
 if ζi 6= 0 : µi = 2/ζi and ∀j ∈ Ep \ {i} , λj = −2mji/ζi
2. Type 2 solutions (T2) : ∃! (i, j) ∈ Ep × (Ep \ {i}) suh that {µi, µj} 6= {0, 0}
and ∀k ∈ Ep \ {i, j} , µk = 0 : then λi = λj = −2 and
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 if ζi,j = 0 : there is no solution.
 if ζi,j 6= 0 : µi = d2i/ζij and µj = d2j/ζi,j moreover ∀k ∈ Ep \ {i, j} ,
λk = (mkid2i +mkjd2j) /ζi,j
3. Type 3 solutions (T3) : ∃! (i, j, k) ∈ Ep × (Ep \ {i})× (Ep \ {i, j}) suh that
{µi, µj, µk} 6= {0, 0, 0} and ∀l ∈ Ep\{i, j, k} , µl = 0 : then λi = λj = λk = −2
and
 if ζi,j,k = 0 : there is no solution
 if ζi,j,k 6= 0 : µi = d3i/ζi,j,k , µj = d3j/ζi,j,k and µk = d3k/ζi,j,k moreover
∀l ∈ Ep \ {i, j, k} , λl = (mlid3i +mljd3j +mlkd3k) /ζi,j,k
Kovalewski exponents for Bianhi Universes
In what follows, we will examine the Kovalewski exponents for Bianhi Uni-
verses in 4 dierent ases that are inluded in the formalism presented above :
salar-tensor gravity with or without matter uids, and General Relativity with
or without matter uids. We proeed in three steps.
1. Selet a Universe. It orresponds to hoosing a set of ni=1,2,3 in table C.1. This
step determines the theory of gravitation and the matter ontent of interest,
and this hoie is made by onsidering dierent forms for the matrix M
dened in (1) :
 Barotropi matter lled Universe in salar-tensor theory of gravitation :
p = 8. This is the most general ase that was presented in detail in the
preeding subsetion.
 Empty Universe in salar-tensor theory of gravitation : p = 7. The asso-
iated matrix is M but without the 7th line and the 7th olumn :
MSTV :=


0 −2n1n3 −2n3n2 0 0 2n23 2ϕ′ 2o ∆1
−2n1n2 0 −2n3n2 0 2n22 0 2ϕ′ 2o ∆1
−2n1n2 −2n1n3 0 2n21 0 0 2ϕ′ 2o ∆1
0 0 −4n3n2 −2n21 2n22 2n23 2ϕ′ 2o ∆1
0 −4n1n3 0 2n21 −2n22 2n23 2ϕ′ 2o ∆1
−4n1n2 −4n1n3 0 2n21 2n22 −2n23 2ϕ′ 2o ∆1
−2n1n2∆1 −2n1n3∆1 −2n3n2∆1 n21∆1 n22∆1 n23∆1 3ϕ′ 2o ∆21


 Barotropi matter lled Universe in Einstein General Relativity : p = 7.
The assoiated matrix isM but with the 8th line and 8th olumn removed,
and the 7th line and 7th olumn adapted. Noting γ for 2− Γ we have :
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MGRM :=


0 −2n1n3 −2n3n2 0 0 2n23 2ρoχγ
−2n1n2 0 −2n3n2 0 2n22 0 2ρoχγ
−2n1n2 −2n1n3 0 2n21 0 0 2ρoχγ
0 0 −4n3n2 −2n21 2n22 2n23 2ρoχγ
0 −4n1n3 0 2n21 −2n22 2n23 2ρoχγ
−4n1n2 −4n1n3 0 2n21 2n22 −2n23 2ρoχγ
−n1n2γ −n1n3γ −n3n2γ n21γ/2 n22γ/2 n23γ/2 3ρoχγ2/2


 Empty Universe in Einstein General Relativity : p = 6. The assoiated
matrix is M but with the 7th and 8th lines and the 7th and 8th olumns
removed :
MGRV :=


0 −2n1n3 −2n3n2 0 0 2n23
−2n1n2 0 −2n3n2 0 2n22 0
−2n1n2 −2n1n3 0 2n21 0 0
0 0 −4n3n2 −2n21 2n22 2n23
0 −4n1n3 0 2n21 −2n22 2n23
−4n1n2 −4n1n3 0 2n21 2n22 −2n23


We then have to apply the following algorithm to the appropriate matrix.
2. Determine all the non vanishing minor determinants ζ whih ould be ex-
trated from the onsidered matrix.
3. For eah ζ , ompute the assoiated set of 2p Kovalewski exponents. In our
polynomial ase, as indiated in appendix A this set is the set of eigenvalues
of the matrix :
K =


1 0 · · · · · · 0 m11 · · · · · · · · · mp1
0
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
. Ip
.
.
.
.
.
.
.
.
. M
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
. 0
.
.
.
.
.
.
0 · · · · · · 0 1 m1p · · · · · · · · · mpp
µ1 0 · · · · · · 0 λ1 + 2 0 · · · · · · 0
0
.
.
.
.
.
.
.
.
. 0
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
. 0
.
.
.
.
.
.
.
.
. 0
0 · · · · · · 0 µp 0 · · · · · · 0 λp + 2


(C.1.36)
The partiular form of the matrix K and the weak rank of the matrix M
allows an expliit alulation of the eigenvalues in all the ases p = 6, 7, 8 and for
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all the Bianhi Universes. There exists several hundreds of non vanishing minor
determinants in all the ases onsidered. They orrespond to 92 distint sets of
Kovalewski exponents with length 2p = 12, 14 or 16. All the details are presented
in appendix B. In all ases, alulations are expliit, and in order to organize it we
use formal alulus omputational tools.
Exponents analysis and onlusions
The full set of Kovalewski exponents is presented in appendix B. The analysis
of the sets of exponents results in four lasses for Bianhi models : Class I ontains
uniquely B
I
models, Class II ontains B
II
and B
IV
, Class III is omposed by B
III
,
B
VIo,a
and B
VIIo,a
, and nally Class IV ontains B
VIII
and the famous B
IX
.
Eah lass is haraterized by the same set of Kovalewski exponents, therefore
orresponding models have the same harateristi dynamis. Let us review for
eah lass the algebrai properties of Kovalewski exponents :
 Class I − For all the ases we studied, all the Kovalewski exponents belon-
ging to this lass, are rational provided that the barotropi index Γ and/or
the salar-tensor parameter ∆ are rational. This restrition orresponds to
physial ases
1
.
 Class II − Kovalewski exponents of models belonging to this lass fall into
four subases :
 Empty Universe in General Relativity (EUGR) : exponents belonging to
this lass are integers.
 Barotropi Matter lled Universe in General Relativity (BMUGR) : due to
A∗±, all exponents are rational i Γ ∈ Q∩ [0,Γ0] with Γ0 = (11−
√
73)/3 ≈
0.81.
 Empty Universe in Salar-Tensor Theory (EUSTT) : due to A±, all expo-
nents are rational i ∆ ∈ Q ∩ [∆0, 1] with ∆0 = (−11 +
√
73)/6 ≈ −0.40.
 Barotropi Matter lled Universe in Salar-Tensor Theory (BMUSTT) :
Due to A± and D±, all exponents are rational i ∆ ∈ Q ∩ [∆1, 1] with
∆1 = (−5 +
√
73)/6 ≈ 0.59.
 Class III − As previously, four lasses of sets of Kovalewski exponents an
be identied
 EUGR : exponents belonging to this lass are integers.
 BMUGR : due to A∗±, B
∗
± and C
∗
±, all exponents are rational i Γ ∈ Q ∩
[0,Γ0]. This ase is then equivalent to the orresponding ase of lass II mo-
dels. Let us remark the speial value Γ = 2/3 for whih (A∗+, A
∗
−, B
∗
+, B
∗
−, C
∗
+, C
∗
−) =
(1, 0, 1, 0, 1, 0).
1
As a matter of fat, physial power laws or barotropi index must be rational in order to be
full of physial meaning
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 EUSTT : due to A±,B± and a± all exponents are rational i ∆ ∈ Q ∩
[∆0, 1]. This ase is then equivalent to the orresponding ase of lass II mo-
dels. Let us remark the speial value∆ = −1/3 for whih (A+, A−, B+, B−, a+, a−) =
(1, 0, 1, 0, 1, 0).
 BMUSTT : due to A±,B±, C±, D±, a± and b±, all exponents are rational
i ∆ ∈ Q ∩ [∆2, 1] with ∆2 = 16/25 = 0.64.
 Class IV − all models of this lass ontain at least two onjugated omplex
Kovalewski exponents.
>From suh an analysis, taking into aount Yoshida's theorems (see [205, 206℄)
whose ontext is detailed in appendix A, we an onlude that :
 Empty Universes whose metris orrespond to lasses I, II or III dened
below are generially assoiated to algebraially integrable dynamis.
 Class IV Universes are always assoiated to non algebraially integrable dy-
namis. This result holds for General Relativity and/or salar-tensor theory
we are interested in, the Universe being empty and/or lled of barotropi
matter.
 BMUGR of lass II and III are assoiated to non integrable dynamis if the
barotropi index ranges in the interval [Γ0, 2] with Γ0 = (11−
√
73)/3 ≈ 0.81.
 EUSTT of lass II and III are assoiated to non integrable dynamis if the
power law of the salar-tensor modelization (C.1.13) ranges in the interval
[−2,∆0] with ∆0 = (−11 +
√
73)/6 ≈ −0.40.
 BMUSTT of lass II are assoiated to non integrable dynamis if the po-
wer law of the salar tensor modelization (see C.1.13) ranges in the interval
[−2,∆1] with ∆1 = (−5 +
√
73)/6 ≈ −0.40.
 BMUSTT of lass III are assoiated to non integrable dynamis if the power
law of the salar tensor modelization (C.1.13) ranges in the interval [−2,∆2]
with ∆2 = 16/25 = 0.64.
The integrability of homogeneous Universes depends on multiple fators.
It is well known, sine the pioneering works by Elskens and Henneaux [207℄,
that the number of dimensions D of the spatial setions of the Universe is one of
this fators. It inuenes the form of the potential ξ (q) in relation (C.1.21) or/and
inreases the number of omponents of the vetors {ai} in (C.1.23). The net result
in the simplied ontext of generalized Kasner metri is that haos disappears −
and then system beomes always integrable, in a lassial ontext − when D ≥ 11.
Modiation of the gravitation theory by introduing a salar-tensor om-
ponent seems here to have a dierent ontribution. As a matter of fat, in the
ase we onsider, the potential ξ (q) is not modied, but a volume dependent Toda
potential is added in the Hamiltonian. In a general way, this produes a slowing
down for the ushions' veloity in the billiard representation (see [200℄ and refe-
renes therein). One an then reasonably suppose that this feature does not hange
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drastially the dynamial properties of homogeneous Universes inherited from Ge-
neral Relativity. The integrability analysis based on Kovalewski exponents we have
done onrms suh a onjeture.
Appendix A : Integrability of autosimilar dieren-
tial systems
Let f be a ontinuous funtion from Rn to Rn and x = [x1(t), ..., xn(t)]
T ∈ Rn
suh that
dx
dt
= f (x) (C.2.37)
If there exists a positive real λ and a rational vetor g := [g1, ..., gn]
T
suh that
the transformation
t 7→ t/λ
∀i = 1, ..., n xi 7→ λgixi (C.2.38)
leaves the system (C.2.37) invariant, this system is alled autosimilar with index
λ and weight g.
When it exists g, it is unique if
A (x) ∈Mn (R) , Aij = xj ∂fi (x)
∂xj
− δijfi (x) (C.2.39)
is invertible for almost all x ∈Rn.
Autosimilar systems always admit at least one autosimilar partiular solution
x˜as =
[
c1 (t− to)−g1 , ..., cn (t− to)−gn
]T
(C.2.40)
where c := [c1, ..., cn]
T
is solution of the algebrai equation :

f1 (c) = −g1c1
.
.
.
fn (c) = −gncn
(C.2.41)
Linearization of the system (C.2.37) around the solution x˜as gives
dz
dt
= Df (x) (x˜as) z (C.2.42)
where Df (x) (x˜as) is the Jaobian matrix of f (x) evaluated at x = x˜as. A theorem
by Fuhs (see [208℄ 5.6 and 5.7) then shows that the general solution of (C.2.42)
is autosimilar and reads :
z =
[
k1 (t− to)ρ1−g1 , ..., kn (t− to)ρn−gn
]T
(C.2.43)
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The quantities (ρ1, ρ2, ..., ρn) are alled Kovalewski exponents. More pratially,
one an ompute them beause there are also eigenvalues of the matrix :
K := Df (x) (c) + diag (g) . (C.2.44)
As shown by Conte (see [208℄ 5.6 and 5.7), they are of great importane for
the study of integrability of the original non linear system (C.2.37). As a matter
of fat eah omponent xi=1,..,n of a solution x of this system an be written as :
xi (t) =
+∞∑
k=0
εkx
(k)
i (t) with


x
(0)
i = ci (t− to)gi
x
(1)
i = ki (t− to)ρi−gi
∃ 1 ≤ p, q ≤ n, x(2)i = cpkq (t− to)gp+ρq−gq
et · · ·
(C.2.45)
hene
xi (t) ∝ (t− to)gi S [(t− to)ρ1 , ..., (t− to)ρn ] (C.2.46)
where S [ ] is a multiple series. This allows to understand a theorem by Yoshida
(see [205, 206℄) : a neessary ondition for a dierential system to be integrable is
that all its Kovalewski exponents are rational. If there exists at least one exponent
irrational or omplex the orresponding dierential system is not algebraially
integrable.
Appendix B : Details of Kovalewski exponents
When only non exoti barotropi matter ( 0 ≤ Γ < 2) is onsidered, we have
noted γ = (3 Γ− 2)/(Γ− 2). For any K = 3, 5,7 and 15 we note 2K±i = 1± i√K
and
2A∗± = 1±
√
16−22 Γ+3Γ2
4−2Γ 2B
∗
± = 1±
√
5− 6 Γ
2C∗± = 1±
√
25Γ−18
Γ−2 2D
∗
± = 1±
√
18−41Γ+24 Γ2
2−Γ
Eγ :=
{−1, 2, 1 (×6) , 2γ
3
(×6)} Eo := {−1, 4(×3), 2(×3), 1(×5)}
Moreover
Eδ = [{−1, 1 (×6) , 2 , 2δ1/3(×6)}
δ1 = (3∆ + 1) (∆ + 1)
−1
and δ2 = (3∆− 2)∆−1
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2A±=1±
√
3
(
∆−∆+A
) (
∆−∆−A
)
|∆+ 1| 6∆
±
A = −11±
√
73
2D± = 1±
√
3
(
∆−∆+D
) (
∆−∆−D
)
|∆| 6∆
±
D = −5±
√
73
2B± = 1±
√
25∆ + 9
|∆+ 1|
2C+ = 1±
√
25∆− 16
|∆|
2E± = 1±
√
48∆2 + 41∆ + 9
|∆+ 1| 48∆
2 + 41∆ + 9 > 0
2F± = 1±
√
48∆2 − 55∆ + 16
|∆| 48∆
2 − 55∆ + 16 > 0
2a± = 1±
√
5 + 12∆ 2b± = 1±
√−7 + 12∆
Using the notations dened above we have omputed all the Kowalewski expo-
nents for all Bianhi Universes, in the ase of empty or barotropi lled Universes
and for General Relativity(GR) and Salar-Tensor (ST) theory of gravitation :
B
i
RG Empty (N=6) Barotropi Matter (N=7)
T1 ∅ Eγ
T2 ∅ ∅
T3 ∅ ∅
ST Empty (N=7) Barotropi Matter (N=8)
T1 Eδ
−1, , 1(×7), 2 , 2δ2/3(×6), −2/∆
−1, 1(×7), 2 , 2 (∆ + 1)−1, 2δ1/3(×6)
T2 ∅ ∅
T3 ∅ ∅
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B
ii
and B
iv
GR Empty (N=6) Barotropi Matter (N=7)
T1 Eo
Eγ
−1, 1(×6), 2(×3), 4(×3), 3− Γ/2
T2 ∅ −1, 1 (×5) , 2, γ/2 (×2) , γ (×3) , A∗±
T3 ∅ ∅
ST Empty (N=7) Barotropi Matter (N=8)
T1
−1, 1(×6), 2(×3), 4(×3),∆+ 3
Eδ
−1, 1(×7), 2, 2 (∆ + 1)−1, 2δ1/3 (×6)
−1, 1(×7), 2, 2δ2/3(×6), −2 /∆
−1, 1(×7), 2(×3), 4(×3), ∆+ 3, ∆+ 2
T2 −1, 1(×5), 2, δ1/2(×2), δ1(×3), A± −1, 1(×6), 2, δ2/2(×2), δ2(×3) ,−2/∆, D±−1, 1(×6), 2, δ1/2(×2), δ1(×3), 2 (∆ + 1)−1, A±
T3 ∅ ∅
BIII , BV Io,a , BV IIo,a
GR Empty (N=6) Barotropi Matter(N=7)
T1 Eo
Eγ
−1 , 1(×6), 2(×3), 4(×3), 3− Γ/2
T2 ∅
−1, 1 (×5) , 2, γ/2 (×2) , γ (×3) , A∗±
−1, 0(×2), 1(×5), 2, 2 γ, γ(×2), B∗±
T3 ∅
−1, 0, 1(×4), 2, 2 γ, γ(×2), B∗±, C∗±
−1, 0(×2), 1(×5), 2, 2 γ, γ(×2), B∗±
ST Empty (N=7) Barotropi Matter (N=8)
T1
−1, 1(×6), 2(×3), 4(×3),∆+ 3
Eδ
−1, 1(×7), 2, 2δ1/3(×6), 2 (∆ + 1)−1
−1, 1(×7), 2 , 2δ2/3(×6), −2∆−1
−1, 1(×7), 2(×3), 4(×3),∆+ 3, ∆+ 2
T2
−1, 1(×5), 2 , δ1/2 (×2), δ1(×3), A±
−1, 0(×2) , 1(×5), 2, 2 δ1, δ1(×2), a±
−1, 0(×2), 1(×6), 2, 2 δ1, δ1(×2), 2 (∆ + 1)−1 , a±
−1, 1(×6), 2, δ1/2 (×2), δ1(×3), 2 (∆ + 1)−1, A±
−1, 0(×2), 1(×6), 2, 2 δ2, δ2(×2),−2∆−1, b±
−1, 1(×6) , 2, δ2/2(×2), δ2(×3),−2∆−1, D±
T3
−1, 0, 1(×4), 2, 2 δ1, δ1(×2), a±, B±
−1, 0(×2), 1(×5) , 2, 2 δ1, δ1(×2), a±
−1, 0, 1(×5) , 2, 2 δ1, δ1(×2), 2 (∆ + 1)−1, a±, B±
−1, 0(×2), 1(×6), 2, 2 δ1, δ1(×2), 2 (∆ + 1)−1, a±
−1, 0(×2), 1(×6), 2, 2 δ2, δ2(×2), −2∆−1, b±
−1, 0, 1(×5), 2, δ2(×2), 2 δ2,−2∆−1, b±, C±
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B
viii
and B
ix
GR Empty (N=6) Barotropi Matter (N=7)
T1 Eo
Eγ
−1, 1(×6), 2(×3), 4(×3), 3− Γ/2
T2
−1,−2(×3), 7±i, 2(×2), 1(×4)
−1, 2, 15±i, 1(×4), 0(×4)
−1, 1 (×5) , 2, γ/2 (×2) , γ (×3) , A∗±
−1, 0(×2), 1(×5), 2, 2 γ, γ(×2), B∗±
−2(×3),−1, 1(×5), 2(×2), 7±i, 2Γ− 2
−1, 0(×4), 1(×5), 2, 15±i,−1 + 3Γ/2
T3
−1, 2, 15±i(×2), 1(×3), 0(×3)
−1, 2, 3±i(×2), 1(×3), 0(×3)
−1, 2, 15±i, 1(×4), 0(×4)
−1(×2), 2(×2), 7±i, 1(×3), 0(×3)
−1, 0(×3), 1(×4), 2, 3±i(×2),−1 + 3Γ/2
−1, 1(×4), 2, −2 γ, 2 γ(×3), C∗±, D∗±
−1, 0(×3), 1(×4), 2, 15±i(×2),−1 + 3Γ/2
−1, 0(×4), 1(×5), 2, 15±i,−1 + 3Γ/2
−1, 0, 1(×4), 2, 2 γ, γ(×2), B∗±, C∗±
−1(×2), 0(×3), 1(×4), 2(×2), 7±i,−1 + 3Γ/2
−1, 0(×2), 1(×5), 2, 2 γ, γ(×2), B∗±
ST Empty (N=7) Barotropi Matter (N=8)
T1
Eδ
−1, 1(×6), 2(×3), 4(×3),∆+ 3
−1, 1(×7), 2, 2δ2/3(×6), −2∆−1
−1, 1(×7), 2(×3), 4(×3),∆+ 3, ∆+ 2
−1, 1(×7), 2, 2δ1/3 (×6), 2 (∆ + 1)−1
T2
−1, 0(×2), 1(×5), 2, δ1(×2), 2 δ1, a±
−2(×3),−1, 1(×5), 2(×2), 7±i,−4∆− 2
−1, 0(×4), 1(×5), 2, 15±i,−3∆− 1
−1, 1(×5), 2, δ1/2 (×2), δ1(×3), A±
−1, 1(×6), 2, D±, δ2/2(×2), δ2(×3),−2∆−1
−1, 0(×2), 1(×6), 2, 2 δ2, δ2(×2), −2∆−1, b±
−1, 0(×2), 1(×6), 2, 2 δ1, δ1(×2), 2 (∆ + 1)−1, a±
−1, 1(×6), 2, δ1/2(×2), δ1(×3), 2 (∆ + 1)−1 , A±
−2(×3),−1, 1(×6), 2(×2), 7±i,−4∆− 2, −4∆ + 2
−1, 0(×4), 1(×6), 2, 15±i,−3∆− 1, −3∆+ 2
T3
−1, 0 (×2), 1 (×5), 2, 2 δ1, δ1 (×2), a±
−1, 0 (×4), 1 (×5), 2, 15±i,−3∆− 1
−1, 0 (×3), 1 (×4), 2, 15±i (×2), −3∆− 1
−1, 0(×3), 1(×4), 2, 3±i(×2),−3∆− 1
−1, 0, 1(×4), 2, 2 δ1, δ1(×2), a±, B±
−1(×2), 0(×3), 1(×4) ,2(×2), 7±i,−3∆− 1
−1, 1(×4), 2,−2 δ1, 2 δ1(×3), B±, E±
−1, 1(×5), 2, −2 δ1, 2 δ1(×3), 2 (∆ + 1)−1, B±, E±
−1, 1(×5), 2,−2 δ2, 2 δ2(×3),−2∆−1, C±, F±
−1, 0(×3), 1(×5), 2, 3±i(×2),−3∆− 1,−3∆+ 2
−1, 0(×3), 1(×5), 2, 15±i(×2),−3∆− 1, −3∆+ 2
−1(×2), 0(×3), 1(×5), 2(×2), 7±i, −3∆− 1, −3∆ + 2
−1, 0, 1(×5), 2, 2 δ1, δ1(×2), 2 (∆ + 1)−1, a±, B±
−1, 0, 1(×5), 2, 2 δ2, δ2(×2),−2∆−1, b±, C±
−1, 0(×2), 1(×6), 2, 2 δ2, δ2(×2),−2∆−1, b±
−1, 0(×2), 1(×6), 2, 2 δ1, δ1(×2), 2 (∆ + 1)−1, a±
−1, 0(×4), 1(×6), 2, 15±i,−3∆− 1, −3∆+ 2
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C.3 Artile 3 : Correspondane entre hamps sa-
laires osmologiques et bakreation inéma-
tique
Cet artile est paru dans Class. Quantum Grav. 23 (2006) 6379-6408.
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Correspondene between kinematial bakreation and salar eld
osmologies  the `morphon eld'
Thomas Buhert, and Julien Larena, and Jean-Mihel Alimi
Spatially averaged inhomogeneous osmologies in lassial general relativity an
be written in the form of eetive Friedmann equations with soures that inlude
bakreation terms. In this paper we propose to desribe these bakreation terms
with the help of a homogeneous salar eld evolving in a potential ; we all it the
`morphon eld'. This new eld links lassial inhomogeneous osmologies to salar
eld osmologies, allowing to reinterpret, e.g., quintessene senarios by routing
the physial origin of the salar eld soure to inhomogeneities in the Universe. We
investigate a oneparameter family of saling solutions to the bakreation pro-
blem. Subases of these solutions (all without an assumed osmologial onstant)
inlude saledependent models with Friedmannian kinematis that an mimi
the presene of a osmologial onstant or a timedependent osmologial term.
We expliitly reonstrut the salar eld potential for the saling solutions, and
disuss those ases that provide a solution to the Dark Energy and oinidene
problems. In this approah, Dark Energy emerges from morphon elds, a meha-
nism that an be understood through the proposed orrespondene : the averaged
osmology is haraterized by a weak deay (quintessene) or growth (phantom
quintessene) of kinematial utuations, fed by 'urvature energy' that is stored
in the averaged 3Rii urvature. We nd that the latetime trajetories of those
models approah attrators that lie in the future of a state that is predited by
observational onstraints.
Introdution
The fat that the spatially averaged inhomogeneous Universe does not evolve as
the standard model of osmology, furnished by a homogeneousisotropi solution
of Einstein's laws of gravity, has reently beome a major topi aiming at a pos-
sible solution to the Dark Energy problem [209℄, [210℄, [211℄. While the averaging
problem in relativisti osmology has a long history, initiated by George Ellis [116℄
(referenes may be found in [212℄ and [213℄), the bakreation terms, i.e. those ave-
raged ontributions that lead to deviations from a Friedmannian osmology, have
been onsidered quantitatively unimportant. Reent work that onjetures a large
bakreation eet (e.g. [140℄) has been aompanied both by ounter onjetures
(e.g. [151℄) and speial solutions of the averaged Einstein equations [132℄ that sup-
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port the laim that bakreation ould be made responsible for the Dark Energy
gap (e.g. [214℄, [215℄, [216℄, [155, 160℄, [217℄ and referenes and disussion in [212℄).
In parallel to this disussion, other models have been extensively investigated,
most notably quintessene models that invoke the presene of a salar eld soure,
this salar eld being a standard one or a phantom eld (with a negative kineti
energy) [167, 166, 169, 170℄ and referenes in the reviews [174℄ and [51℄. Those mo-
dels imply the possibility of a senario featuring a timedependent osmologial
term. Partiular properties of the salar eld potential are disussed on phenome-
nologial grounds, whih an lead to an aeleration of the regional Universe and
so to an explanation of Dark Energy. A further problem in onjuntion with mode-
ling a repulsive omponent in universe models is known as the oinidene problem,
i.e. a reent domination of this omponent is favoured, possibly ouring around
the epoh of struture formation. Its solution also motivates the onstrution of
models with a timedependent osmologial term that needs no `netuning'.
In this paper we also onsider salar eld osmologies, but we shift the pers-
petive from the usual interpretation of a salar eld soure in Einstein's equations
to a mean eld desription of averaged inhomogeneities. We see a number of ad-
vantages entailed by suh a desription that motivated the present investigation.
First, a (homogeneous) salar eld as a model of spatially averaged (i.e. eetively
homogeneous) geometrial degrees of freedom that are physially present does not
need to be justied as an additional soure arising from fundamental eld theories ;
it has a welldened physial status and, as suh, does not suer from a pheno-
menologial parameterization, sine it is onstrained by Einstein's eld equations.
Seond, inhomogeneities enoded in bakreation terms give rise to the salar eld
osmology, xing its potential, its equation of state, et. ; they not only inuene
the evolution of the salar eld, but they determine it. Third, the proposed or-
respondene allows a realisti reinterpretation of quintessene models and other
phenomenologial approahes involving salar elds. These approahes must not
be onsidered as independent alternatives, they here desribe the same physis that
also underlies the bakreation approah, and so an be onfronted with physial
onstraints ; in other words, if bakreation an indeed be made responsible for the
latetime aeleration of the Universe, then the eort spent on quintessene mo-
dels and other approahes [51℄ an be fruitfully exploited in terms of the proposed
rephrasing. Fourth, sine the underlying eetive equations are general and do not
invoke perturbative assumptions, the salar eld osmology provides aess to the
whole solution spae, notably to the nonperturbative regime. Finally, subases
of exat solutions inlude a osmologial onstant, whih therefore an or annot
be inluded in Einstein's equations ; the osmologial onstant is a partiular so-
lution of the averaged inhomogeneous model without neessarily being present in
Einstein's equations.
230 ANNEXE C. ARTICLES
Sine the salar eld introdued in this way stems from averaged geometrial
degrees of freedom, i.e. kinematial bakreation terms enoded in the extrinsi
urvature of spatial hypersurfaes, as well as their salar urvature, we all it the
morphon eld : it eetively models the inhomogeneities shaping the struture in
the Universe and apturing the total eet of kinematial bakreation, i.e. the
eet leading to a deviation from the kinematis of the standard model. Speaking
in terms of geometry, we may roughly say that the morphon models the geometrial
vauum degrees of freedom in Einstein's theory, whih are negleted when modeling
the Universe with the help of averaged matter soures only. We all the salar eld a
morphon only if it arises from the proposed mean eld desription ; we an of ourse
still onsider other salar elds as soures of Einstein's equations. We expet, and
we shall demonstrate this for quintessene elds, that the morphon is apable of
ating like any other salar eld model, e.g., assigned to an inaton, a urvaton, a
dilaton, et., depending on our apability to exploit the proposed orrespondene,
i.e. the possibility to nd solutions of the averaged Einstein equations and to
reonstrut the salar eld potential for this solution.
We here provide a rst step that should help to appreiate the various possi-
bilities, but this investigation does not laim to be exhaustive. In this line we are
going to hoose a minimal parameterization of the salar eld osmology in the
following sense : rst, we do not inlude the osmologial onstant and the onstant
urvature term in the `Friedmannian part' of the averaged equations, sine both
arise as subases of speial solutions for the bakreation terms ; seond, we hoose
the simplest foliation (onstant lapse and vanishing shift in the ADM (Arnowitt
Deser Misner) formulation of Einstein's equations) and the simplest matter model
`irrotational dust' in order to exemplify the orrespondene ; third, we realize the
orrespondene for a partiular lass of saling solutions with singlepower laws. In
this framework we show that the orrespondene holds with a standard minimally
oupled salar eld that an play the role of a quintessene eld. If we inlude the
full oordinate degrees of freedom as well as an inhomogeneous pressure soure in
a perfet uid energy momentum tensor (or even imperfet uid soures), more
sophistiated salar eld osmologies would arise. We omment on this possibility
at the end of the paper.
The proposed orrespondene an also be inverted, e.g. we may start with a
known model of quintessene and try to reover the orresponding solution of the
averaged Einstein equations. We shall not exemplify this inversion in the present
paper, we just note that free parameters in a given quintessene model an be
determined through this orrespondene.
We proeed as follows. Setion 2 realls the basi equations and relations nee-
ded for the present work. Setion 3 sets up the orrespondene between kinematial
bakreation and salar eld models. Setion 4 investigates a family of saling solu-
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tions to the bakreation problem. Setion 5 exploits the proposed orrespondene.
Here we expliitly reonstrut the potential for the saling solutions, explore the
solution spae of inhomogeneous osmologies with the help of the saling solutions,
and disuss some partiular ases, whih have been advaned before in the litera-
ture, and whih are now interpreted with the help of a morphon eld. We also give
a onrete model and onfront it with observational onstraints. Setion 6 ontains
a summary and an outlook on possible generalizations.
The bakreation ontext
The averaging problem in relativisti osmology involves a variety of approahes
and problems. Generally, researh work in this eld deals with averaging inhomoge-
neities in matter and/or geometry. Mostly, spatial averaging is envisaged, but also
averaging on the lightone is aessible by some averaging tehniques (ompare
disussions and referenes in [116℄, [212℄, [122, 124, 125℄.)
In this work we fous on the omparatively simple approah of averaging the
salar parts of Einstein's equations on a given foliation of spaetime. The time
evolution of integral properties of the osmologial model on ompat spatial do-
mains an be extrated from Einstein's equation without any perturbative as-
sumptions by Riemannian volume integration. The simplest example is the time
evolution of the volume. Thus, we do not aim at hanging the physis of the
inhomogeneous osmologial model. More ambitious and physially dierent in
motivation are averaging strategies that eetively replae the inhomogeneous hy-
persurfaes and inhomogeneous tensor elds on these hypersurfaes by another,
smoothed universe model [124℄, [218℄. These latter tehniques lead to further `in-
trinsi bakreation' eets by, e.g. owing averages on a bumpy geometry to
averages on a onstanturvature `template universe' as a tting devie. This an
be niely put into pratie using the RiiHamilton ow that renormalizes the
averaged variables and leads to a `dressing' of osmologial parameters by those
additional `bakreation' terms [124℄,[125℄.
With kinematial averaging we aim at an eetive desription of the kinematis
of the inhomogeneous Universe, and we still enounter a number of salar ontri-
butions that add up to the averaged matter soures in an inhomogeneous model
(`kinematial bakreation terms') as a result of the fat that spatial averaging
and timeevolution are nonommuting operations (not neessarily to be attribu-
ted to the nonlinearity of Einstein's equations). Employing a perfet uid soure
in the energy momentum tensor, those `bakreation terms' omprise a ontribu-
tion from averaged expansion and shear utuations (i.e., terms enoding extrinsi
urvature of the hypersurfaes), the averaged 3Rii urvature (i.e, a term that
enodes intrinsi urvature of the hypersurfaes), an averaged pressure gradient (or
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an averaged aeleration divergene), and frame utuation terms, i.e. oordinate
eets (like the averaged variane of the lapse funtion in the ADM setting). In
this framework and for vanishing shift, but arbitrary lapse and arbitrary 3metri,
the general equations were given in [133℄. However, we further restrit the ana-
lysis to a universe model lled with an irrotational uid of dust matter [132℄ in
order to provide the most transparent framework for the purpose of setting up the
orrespondene with a salar eld osmology.
Averaged ADM equations for onstant lapse and vanishing
shift
We employ a foliation of spaetime into oworthogonal hypersurfaes with the
3metri gij in the lineelement ds
2 = −dt2 + gij dX idXj. We dene the following
averager, restriting attention to salar funtions Ψ(t, X i) :
〈
Ψ(t, X i)
〉
D :=
1
VD
∫
D
Ψ(t, X i) Jd3X ; VD =
∫
D
Jd3X , (C.3.1)
with J :=
√
det(gij) ; gij is an arbitrary metri of the spatial hypersurfaes, and
X i are oordinates that are onstant along ow lines, whih are here spaetime
geodesis. Dening a volume sale fator by the volume VD of a simplyonneted
domain D in a thypersurfae, normalized by the volume of the initial domain Di,
aD :=
(
VD
VDi
)1/3
, (C.3.2)
the following exat equations an be derived [132℄ (an overdot denotes partial
timederivative). First, by averaging Rayhaudhuri's equation we obtain :
3
a¨D
aD
+ 4πG〈̺〉D − Λ = QD ; 〈̺〉D = MD
VDia
3
D
. (C.3.3)
The rst integral of the above equation is diretly given by averaging the Hamil-
tonian onstraint : (
a˙D
aD
)2
− 8πG
3
〈̺〉D − Λ
3
= −〈R〉D +QD
6
, (C.3.4)
where the total restmass MD, the averaged spatial 3Rii salar 〈R〉D and the
kinematial bakreation term QD are domaindependent and, exept the mass,
timedependent funtions. The bakreation soure term is given by
QD := 2 〈II〉D −
2
3
〈I〉2D =
2
3
〈
(θ − 〈θ〉D)2
〉
D − 2
〈
σ2
〉
D ; (C.3.5)
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here, I = Θii and II =
1
2
[ (Θii)
2 −ΘijΘji ] denote the prinipal salar invariants of
the expansion tensor, dened as minus the extrinsi urvature tensor Kij := −Θij .
In the seond equality above it was split into kinematial invariants through the
deomposition Θij =
1
3
gijθ + σij , with the rate of expansion θ = Θ
i
i, the shear
tensor σij , and the rate of shear σ
2 := 1/2σijσ
ij
; note that vortiity is absent in
the present foliation ; we adopt the summation onvention.
The timederivative of the averaged Hamiltonian onstraint (C.3.4) agrees with
the averaged Rayhaudhuri equation (C.3.3) by virtue of the following integrability
ondition :
∂tQD + 6HDQD + ∂t 〈R〉D + 2HD 〈R〉D = 0 , (C.3.6)
where we have introdued a volume Hubble funtional HD := a˙D/aD. The above
equations an formally be reast into standard Friedmann equations for an eetive
perfet uid energy momentum tensor with new eetive soures [133℄
2
:
̺Deff = 〈̺〉D −
1
16πG
QD − 1
16πG
〈R〉D ; pDeff = −
1
16πG
QD + 1
48πG
〈R〉D .
(C.3.7)
3
a¨D
aD
= −Λ−4πG(̺Deff+3pDeff) ; 3H2D = Λ+8πG̺Deff ; ˙̺Deff+3HD
(
̺Deff + p
D
eff
)
= 0 .
(C.3.8)
Eqs. (C.3.8) orrespond to the equations (C.3.3), (C.3.4) and (C.3.6), respetively.
Given an equation of state of the form pDeff = β(̺
D
eff , aD) that relates the eetive
soures (C.3.7) with a possible expliit dependene on the volume sale fator, the
eetive Friedmann equations (C.3.8) an be solved (one of the equations (C.3.8) is
redundant). Therefore, any question posed that is related to the evolution of salar
harateristis of inhomogeneous universe models may be `redued' to nding the
osmi state on a given spatial sale. Although formally similar to the situation in
Friedmannian osmology, here the equation of state depends on the details of the
evolution of inhomogeneities. In general it desribes nonequilibrium states.
We nally wish to emphasize that these equations are limited to regular solu-
tions : as in the nonaveraged ase, the matter model `dust' generially leads to
shellrossing singularities. In the averaged equations this fat would be mirrored
in a break of the boundary of the averaging domain or a merging of two boundaries
(Legendrian singularities), thus induing a jump of the Eulerharateristi of the
2
Note that in this representation of the eetive equations peff denotes an `eetive pressure' ;
there is no pressure due to a matter soure here.
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boundary. This would espeially happen for small ollapsing domains and is related
to the fragmentation and merging of strutures. Here, by assumption, the domain
D must remain simplyonneted. It is possible to ure this smallsale problem
by generalizing the matter model ; for example, if multistreaming is aounted
for, an extra term related to veloity dispersion would add up to the kinematial
bakreation term. Suh a term an regularize singularities as was disussed in
detail within the Newtonian framework in [219℄.
Derived quantities
For later onveniene we introdue a set of dimensionless average harateristis
in terms of whih we shall express the solutions :
ΩDm :=
8πG
3H2D
〈̺〉D ; ΩDΛ :=
Λ
3H2D
; ΩDR := −
〈R〉D
6H2D
; ΩDQ := −
QD
6H2D
.
(C.3.9)
We shall, heneforth, all these harateristis `parameters', but the reader should
keep in mind that these are funtionals on D. Expressed through these parame-
ters the averaged Hamiltonian onstraint (C.3.4) assumes the form of a `osmi
quartet' :
ΩDm + Ω
D
Λ + Ω
D
R + Ω
D
Q = 1 . (C.3.10)
In this set, the averaged salar urvature parameter and the kinematial bakrea-
tion parameter are diretly expressed through 〈R〉D and QD, respetively. In order
to ompare this pair of parameters with the `Friedmannian urvature parameter'
that is employed to interprete observational data, we an alternatively introdue
the pair
ΩDk := −
kDi
a2DH
2
D
; ΩDQN :=
1
3a2DH
2
D
∫ t
ti
dt′ QD d
dt′
a2D(t
′) , (C.3.11)
being related to the previous parameters by ΩDk + Ω
D
QN = Ω
D
R + Ω
D
Q.
These parameters arise from inserting the rst integral of Eq. (C.3.6),
kDi
a2D
− 1
3a2D
∫ t
ti
dt′ QD d
dt′
a2D(t
′) =
1
6
( 〈R〉D +QD ) , (C.3.12)
into (C.3.4) :
a˙2D + kDi
a2D
− 8πG 〈̺〉D
3
− Λ
3
=
1
3a2D
∫ t
ti
dt′ QD d
dt′
a2D(t
′) . (C.3.13)
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This equation is formally equivalent to its Newtonian ounterpart [142℄, [165℄.
It shows that, by eliminating the averaged urvature, the whole history of the
averaged kinematial utuations ats as a soure of a generalized Friedmann
equation.
Like the volume sale fator aD and the volume Hubble funtional HD, we may
introdue `parameters' for higher derivatives of the volume sale fator, e.g. the
volume deeleration funtional
qD := − a¨D
aD
1
H2D
=
1
2
ΩDm + 2Ω
D
Q − ΩDΛ , (C.3.14)
or (volume) state nders [174, 220℄ (see also [221℄ and referenes therein).
In this paper we shall denote all the parameters evaluated at the initial time
by the index Di, and at the present time by the index D0.
More details onerning these equations and their solutions may be found in [132,
133, 131, 213℄.
The morphon eld
In the aboveintrodued framework we distinguish the averaged matter soure
and averaged soures due to geometrial inhomogeneities stemming from extrinsi
and intrinsi urvature (bakreation terms). The averaged equations an be writ-
ten as standard Friedmann equations that are soured by both. Thus, we have the
hoie to onsider the averaged model as a osmology with matter soure `morphed'
by a mean eld that is generated by bakreation terms. We shall demonstrate be-
low that this introdution of a `morphon eld' provides a natural desription. We
say `natural', beause the form of the eetive soures in Eq. (C.3.7) shows that,
for vanishing averaged salar urvature, bakreation obeys a sti equation of state
as suggested by the uid analogy with a free salar eld [222℄, [133℄. Moreover,
if we also model the averaged urvature by an eetive salar eld potential, we
nd that the integrability ondition (C.3.6) provides the evolution equation for the
salar eld in this potential, and it is idential to the KleinGordon equation, as
we explain now.
Settingup the orrespondene
We now propose to model the eetive soures arising from geometrial degrees
of freedom due to bakreation (i.e., roughly the `vauum' part of the eetive
equations) by a salar eld ΦD evolving in an eetive potential UD := U(ΦD)3,
3
We hoose the letter U for the potential to avoid onfusion with the volume funtional.
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both domaindependent, as follows (reall that we have no matter pressure soure
here) :
̺Deff =: 〈̺〉D + ̺DΦ ; pDeff =: pDΦ , (C.3.15)
with [222℄, [223℄
̺DΦ = ǫ
1
2
Φ˙2D + UD ; p
D
Φ = ǫ
1
2
Φ˙2D − UD , (C.3.16)
where ǫ = +1 for a standard salar eld (with positive kineti energy), and ǫ =
−1 for a phantom salar eld (with negative kineti energy). Thus, in view of
Eq. (C.3.7), we obtain the following orrespondene :
− 1
8πG
QD = ǫΦ˙2D − UD ; −
1
8πG
〈R〉D = 3UD . (C.3.17)
We see that the averaged salar urvature diretly represents the potential, whe-
reas the kinematial bakreation term represents `kineti energy density' diretly,
if the averaged salar urvature vanishes. This representation of QD is physially
sensible, sine it expresses a balane between `kineti energy' EDkin := 1/2Φ˙
2
DVD and
`potential energy' EDpot := −UDVD. For QD = 0 we obtain the `virial ondition'4
2ǫEDkin + E
D
pot = 0, and so kinematial bakreation is identied as ausing devia-
tions from `equilibrium' (dened through this balane
5
). Note that Friedmann
Lemaître osmologies orrespond to the vanishing of QD (established `virial equili-
brium' or vanishing relative information entropy aording to [134℄) on all sales.
The saledependent formulation allows to identify states in `virial equilibrium' on
partiular spatial sales. Below we learn that this `virial balane' an be stable or
unstable.
Inserting (C.3.17) into the integrability ondition (C.3.6) then implies that ΦD,
for Φ˙D 6= 0, obeys the KleinGordon equation :
Φ¨D + 3HDΦ˙D + ǫ
∂
∂ΦD
U(ΦD) = 0 . (C.3.18)
With this orrespondene the bakreation eet is formally equivalent to the
dynamis of a homogeneous, minimally oupled salar eld. Given this orrespon-
dene we an try to reonstrut the potential in whih the morphon eld evolves.
Note that there are two equations of state in this approah, one for the morphon,
wDΦ := p
D
Φ/̺
D
Φ , and the total `osmi equation of state' inluding the matter soure
term, wDeff := p
D
eff/̺
D
eff .
4
For negative potential energy (positive urvature) the sign ǫ = +1, and for positive potentials
the sign ǫ = −1 (phantom energy) is suggested from the salar virial theorem 2EDkin = −EDpot.
5
An alternative denition of `outofequilibrium' states uses an information theoretial mea-
sure as proposed in [134℄ and disussed in the present ontext in [213℄.
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It is also worth noting that a usual salar eld soure in a Friedmannian model,
attributed e.g. to phantom quintessene that leads to aeleration, will violate the
strong energy ondition ̺+ 3p > 0, i.e. :
3
a¨
a
= −4πG(̺+ 3p) = −4πG(̺H + ̺Φ + 3pΦ) > 0 , (C.3.19)
and atually also the weak energy ondition ̺ + p > 0, while for a morphon eld
both are not violated for the true ontent of the Universe, that is ordinary dust
matter. It is interesting that we an write a `strong energy ondition' for the
eetive soures, i.e. :
3
a¨D
aD
= −4πG(̺Deff + 3pDeff) = −4πG
( 〈̺〉D + ̺DΦ + 3pDΦ ) = −4πG〈̺〉D +QD < 0 .
(C.3.20)
While we do not need `exoti matter', the above ondition will be `violated' in
order to have volume aeleration, QD > 4πG〈̺〉D [140℄, [213℄, f. the subsetion
on aeleration onditions.
Newtonian limit
In the Newtonian limit [142℄, the above orrespondene persists. The soures
of the morphon in the eetive Friedmann equations (C.3.8) are then identied as
follows, f. Eqs. (C.3.11) and (C.3.12) :
̺DΦN :=
1
8πG
[
1
a2D
∫ t
ti
dt′ QD d
dt′
a2D(t
′)− 3kDi
a2D
]
;
pDΦN := −
1
24πG
[
1
a2D
∫ t
ti
dt′ QD d
dt′
a2D(t
′)− 3kDi
a2D
+ 2QD
]
. (C.3.21)
However, Newtonian osmologies suppress the morphon degrees of freedom on some
xed large sale where the kinematial bakreation term has to vanish identially
[142℄. In partiular, this remark applies to osmologial Nbody simulations : by
onstrution, these simulations enfore `virial equilibrium' of the morphon energies
on the sale of the simulation box.
The Newtonian framework also oers a onise explanation of our hoie `mor-
phon eld' : the kinematial bakreation term QD an be entirely expressed
through Minkowski Funtionals [224℄ of the boundary of the averaging domain
[131℄. These funtionals form a omplete basis in the spae of (Minkowski)additive
measures for the morphometry of spatial sets.
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Motivation : the morphon modeling a osmologial onstant
Let us give a simple example. As shown in [213℄, Subset. 3.2 (also advaned
as a motivation ase in [140℄), the eetive soure QD may at as a osmologial
onstant. The general ondition for the orresponding exat solution of the eetive
Friedmann equations (C.3.8) (with 〈̺〉D = 0 and Λ = 0) is 〈R〉D = 6kDi/a2D−3QD ;
QD = QDi ; e.g., for kDi = 0 we have :
Φ˙D = 0 ; ̺DΦ = UD ; p
D
Φ = −UD ; UD = UDi . (C.3.22)
The kinematial bakreation term assumes a onstant value QD = 8πGUDi , and
the morphon potential mimis a (saledependent) osmologial onstant. Note
that the averaged urvature is nonzero, 〈R〉D = −24πGUDi , so that simulta-
neously the morphon unavoidably installs a nonzero averaged salar urvature.
We shall now exemplify this orrespondene for a new lass of saling solutions
that ontains this and other known subases.
A family of saling solutions of the bakreation pro-
blem
In the following, we shall study a lass of solutions that presribes bakreation
and averaged urvature funtionals in the form of saling laws of the volume sale
fator aD. If not expliitly stated otherwise, we restrit attention to the ase Λ = 0
throughout, and treat the osmologial onstant as a partiular morphon.
Exat saling solutions
In this subsetion we shall present a systemati lassiation of saling beha-
viors for the osmologial models introdued previously. The averaged dust matter
density 〈̺〉D evolves, for a restmass preserving domain D, as 〈̺〉D = 〈̺〉Di a−3D . Let
us suppose that the bakreation term and the averaged urvature also obey saling
laws, that is :
QD = QDi anD ; 〈R〉D = RDi apD , (C.3.23)
where QDi and RDi denote the initial values of QD and 〈R〉D, respetively.
Rewriting the integrability ondition (C.3.6),
a−6D ∂t
(
a6DQD
)
+ a−2D ∂t
(
a2D 〈R〉D
)
= 0 , (C.3.24)
a rst saling solution of that equation is obviously provided by ([132℄ Appendix
B) :
QD = QDi a−6D ; 〈R〉D = RDi a−2D . (C.3.25)
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Fig. C.3.1  Saling law n for the bakreation as a funtion of the parameter r.
Moreover, this is learly the only solution with n 6= p. In the ase n = p, we
dene a new `bakreation parameter' rD (that an be hosen dierently for a
hosen domain of averaging
6
) suh that QDi ∝ RDi ; the solution reads :
QD = r 〈R〉D = r RDi anD , (C.3.26)
where (f. Fig. C.3.1)
n = −2(1 + 3r)
(1 + r)
, (C.3.27)
with r 6= −1. The ase r = −1 is not represented as a solution in this lass ; this line
of states degenerates to a point orresponding to a model with Einsteinde Sitter
kinematis, i.e. it has vanishing bakreation and vanishing averaged urvature.
Note here, that the vanishing of QD, if required on all domains, is neessary, but
also suient for the redution of the averaged equations to FriedmannLemaître
osmologies. This limiting ase also appears in the relations among the osmolo-
gial parameters, disussed after the next subsetion.
Disussion of the saling solutions
The solution (C.3.25) orresponds to the ase where the bakreation and the
averaged salar urvature evolve independently, leading to an averaged urvature
6
For notational ease we heneforth drop the index D and simply write r.
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similar to a onstant `Friedmannian urvature' and an additional term that sales
as 〈̺〉2D. As the universe model expands, this solution is rapidly equivalent to a pure
onstant urvature term, we may say that this solution represents (and maintains)
a nearFriedmannian state (QD deays muh more rapidly ∝ V −2D ompared with
the averaged density∝ V −1D ). Therefore, we shall not model this solution by a salar
eld when desribing the latetime dustdominated Universe. It is interesting to
note that this solution exhibits the same latetime behavior as the longwavelength
part of the solution found through the gradient expansion approximation sheme
in [140℄.
On the ontrary, the solutions (C.3.26) entail a strong oupling between kine-
matial bakreation and averaged salar urvature. The oupling itself must be
onsidered a generi property ; it has been identied as being responsible for a
muh slower deay of kinematial utuations in an expanding universe model on
the ost of averaged salar urvature. This is a genuinly relativisti property. It
was argued in [214℄ that it is this possibility whih is needed for an explanation
of Dark Energy through bakreation today, provided the initial onditions are
appropriate.
The saling solutions (C.3.26) an be employed to represent generi features
of bakreation or urvaturedominated osmologies (while density utuations
must not be large). Suh osmologies may signiantly deviate from a standard
Friedmann osmology with regard to the temporal evolution of their parameters.
We note that, even if deviations in the volume sale fator aD at a nal time may
not be large, deviations in in its history, i.e. its timederivatives, in partiular its
seond timederivative related to the osmologial parameters, may be large (this
insight is a result of a detailed analysis in Newtonian osmology [165℄).
Let us make a general remark onerning the solution subspae of the saling
solutions given above. We appreiate that the polynomial nature of (C.3.23), to-
gether with the form of the integrability ondition (C.3.6), implies that any linear
ombination of these solutions provides a new solution. In partiular, one an al-
ways add a onstant urvature term to a partiular solution. We also infer that
only the ase r = 0 (n = −2) implies a (saledependent) `Friedmannian' evo-
lution of the (physial) urvature parameter ΩDR. Only the singular ase r = −1
would imply a vanishing `Friedmannian' urvature parameter (see below). If we
would require r = −1 on all sales, then the model redues to the Eulidean ase
(everywhere vanishing 3Rii urvature).
We resume this disussion in the next setion with the help of onrete examples.
There we also provide an illustration and further disussion of the subspae dened
by the saling solutions.
Finally let us note that, while the saling solutions and senarios investiga-
ted here and below satisfy the averaged equations of motions, these models are
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still phenomenologial and not derived nonperturbatively from the fundamental
theory, i.e. there is no guarantee that orresponding realisti solutions of the ori-
ginal inhomogeneous Einstein equations ould be found that satisfy the assumed
saling laws.
Some relations among osmologial parameters
We here write some useful relations among the dimensionless osmologial pa-
rameters, as they were introdued earlier, Eqs. (C.3.9) and (C.3.11). For the saling
solutions (C.3.27) we have :
ΩDQ = r Ω
D
R , (C.3.28)
and for the `Friedmannian urvature parameter' we nd (by integration of (C.3.12)
for the solutions (C.3.27)) :
ΩDk = Ω
D
R + Ω
D
Q −
1
3a2DH
2
D
∫ t
ti
dt′ QD d
dt′
a2D(t
′) =
(1 + r) a
4r
(1+r)
D Ω
D
R = (1 + r)
H2Di
H2D
a−2D Ω
Di
R . (C.3.29)
(The latter equation follows by noting that ΩDR = Ω
Di
R (H
2
Di/H
2
D) a
n
D and 4r/(1 +
r) = −(n + 2)). Eq. (C.3.29) now expliitly shows that the generally held view
that ΩDk models the averaged urvature is a mispereption : as soon as kinema-
tial bakreation is relevant (itself or its timehistory), the averaged urvature
may evolve very dierently ompared with a onstanturvature model. Evalua-
ting (C.3.29) at initial time, we nd that initial data dier only by the parameter
r in this lass of solutions, whih eases their observational determination :
ΩDik = (1 + r)Ω
Di
R , i.e. , kDi =
(1 + r)
6
RDi . (C.3.30)
Sine in the sum ΩDR + Ω
D
Q = Ω
D
QN + Ω
D
k , the `Newtonian' parameter Ω
D
QN , f.
Eq. (C.3.11), would be interpreted as a osmologial onstant parameter, ΩFΛ , in a
`Friedmannian tting model', we an already from these relations infer that with
ΩDk = −kDi/(H2Da2D), ΩDik = (1+ r)ΩDiR , and ΩDk = ΩDik (H2Di/H2Da2D), the value of a
tted Λ−parameter would diretly depend on the initial datum for ΩDk aording
to the relation
ΩDR + Ω
D
Q = (1 + r)
ΩDiRH
2
Di
H2D
anD = Ω
Di
k
H2Di
H2D
a2D = Ω
D
k a
n+2
D , (C.3.31)
so that today
ΩD0R + Ω
D0
Q = Ω
F
Λ + Ω
D0
k = Ω
D0
k a
n+2
D0 . (C.3.32)
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With this relation we an determine the dependene of the saling solution parame-
ter r on the osmologial parameters today, expressed through the `Friedmannian
tting parameters' ΩFΛ and Ω
D0
k . This allows us to put onstraints on r, whih will
be done in the subsetions alled Observational onstraints on parametersand
Constraining r by supernovæ observations.
We see that in these estimates we also need the orret evolution of aD in order
to alulate aD0. This is possible for the partiular lass of saling solutions we
onsider (we have numerially evaluated the evolution for the volume sale fator
below) ; in general it requires a detailed model for the evolution of inhomogeneities.
Finally, we emphasize that the above relations are a result of our `singlesaling'
model ansatz. More exible models arise by superimposing saling solutions (and
so modeling the dynamis more realistially). The relation (C.3.31) is a onse-
quene of this : in general, initial data for the 3Rii urvature and the integration
onstant kDi an be independently hosen. The reader should therefore make up
their mind about a partiular hoie of superposition of saling solutions that they
would like to implement.
In this line our model is maximally onservative onerning the amount of
`early' Dark Energy [225℄, i.e. the value of ΩDQN , interpreted as a (onstant) Λ−
parameter at the present time evolves as a timedependent `osmologial term'.
Its initial value an be alulated :
ΩDiQN = Ω
Di
R + Ω
Di
Q − ΩDik = (1 + r)ΩDiR − ΩDik = 0 . (C.3.33)
Thus, we impliitly require the initial ontribution of this term to vanish, while
atually a value in the range of a few perent would be allowed by observational
onstraints [136℄, [137℄, [138℄.
Morphonquintessene
The obvious andidates for salar eld models, whih ome into the fore in the
situation of a dustdominated Universe, are quintessene models. We shall now
exploit the proposed orrespondene to expliitly reonstrut the salar eld dy-
namis. Sine quintessene models aim at mimiking a repulsive omponent in the
osmologial evolution, it is natural that a `working model' of quintessene would,
via the proposed orrespondene of a `morphonquintessene', also lead to a `wor-
king model' of bakreation. For the purpose of onretizing the orrespondene,
let us now onsider solutions of the type (C.3.26). We will show that they an be
put in orrespondene with a oneparameter family of homogeneous salar eld
solutions that at as standard or phantom quintessene elds.
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Reonstruting the potential of the morphon eld
The saling solutions (C.3.26) provide :
Φ˙2D = −ǫ
RDi
8πG
(
r +
1
3
)
anD ; UD = −
RDi
24πG
anD ; n = −2
(1 + 3r)
(1 + r)
; QDi = rRDi .
(C.3.34)
This orrespondene denes a salar eld evolving in a positive potential, ifRDi < 0
(and in a negative potential ifRDi > 0), and a real salar eld, if ǫRDi(r+1/3) < 0.
In other words, if RDi < 0 we have a priori a phantom eld for r < −1/3 and a
standard salar eld for r > −1/3 ; if RDi > 0, we have a standard salar eld for
r < −1/3 and a phantom eld for r > −1/3.
The system (C.3.34) an be inverted to reonstrut the potential of the mor-
phon eld. Indeed, the kineti term of the salar eld an be expressed in terms
of dΦD/daD, and this equation an be expliitly integrated, for 〈̺〉Di 6= 0, leading
to :
ΦD(aD) =
2
√
ǫ(1 + 3r)(1 + r)
(1− 3r)√πG arsinh
(√
−(1 + r)RDi
16πG〈̺〉Di
a
(1−3r)
(1+r)
D
)
=
√−2ǫn
(n+ 3)
√
πG
arsinh
(√
(1 + r)γDRm
)
, (C.3.35)
where we have dened the fration γDRm of the urvature and density parameters :
γDRm :=
ΩDR
ΩDm
= γDiRm a
(n+3)
D ; (n+ 3) =
(1− 3r)
(1 + r)
; γDiRm :=
ΩDiR
ΩDim
. (C.3.36)
In this relation, neessarily, r 6= −1/3 and r 6= −1. We immediately nd that
ΦD(aD) is an inreasing funtion of aD. Then, inverting that relation and inserting
the result into the expression for the potential, we obtain the expliit form of the
selfinteration term of the salar eld :
U(ΦD) =
−(1 + r)RDi
24πG
(
(1 + r)γDiRm
)2 (1+3r)
(1−3r)
sinh−4
(1+3r)
(1−3r)
(
(1− 3r)√πG√
ǫ(1 + 3r)(1 + r)
ΦD
)
=
2(1 + r)
3
(
(1 + r)γDiRm
) 3
(n+3) 〈̺〉Di sinh
2n
(n+3)
(
(n + 3)√−ǫn
√
2πGΦD
)
,(C.3.37)
where 〈̺〉Di is the initial averaged restmass density of dust matter, and where the
restritions introdued above still hold, with the new onstraint r 6= 1/3. To sum
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up, in order to obtain a onsistent desription in terms of a realvalued salar eld,
we must have RDi > 0 and ǫ = +1 for r < −1, and RDi < 0 for r > −1, with
ǫ = −1, if −1 < r < −1/3 and ǫ = +1, if r > −1/3. One an immediately notie
that the energy sale of the salar eld potential is determined by the averaged
matter density : the sales that determine the salar eld dynamis are xed by
the matter distribution. As a result of our orrespondene to quintessene models
and in view of many results that were obtained in this eld, the above potential
an also be found in [168℄ (their Eq. (121) with a typo orreted in [174℄
7
) and,
e.g. [175℄.
We now study the ases that were exluded in the above derivations. First,
let us onsider the ase of vanishing matter soure. The orrespondene given by
equations (C.3.35) and (C.3.37) holds in the presene of a nonvanishing matter
eld, but one an also reonstrut the salar eld osmology for the vauum.
Setting 〈̺〉Di = 0 in the equations (C.3.4) and (C.3.13), and applying the same
proedure as the one desribed above, one nds :
U(ΦD) = − RDi
24πG
exp
(
−4
√
ǫ(1 + 3r)
(1 + r)
√
πGΦD
)
. (C.3.38)
Up to the renormalization fator (1 + r)
(
(1 + r)γDiRm
)2 (1+3r)
(1−3r)
that reets the pre-
sene of matter, this is exatly the solution (C.3.37) in the ase ΦD → +∞.
As noted above, the morphon eld an be interpreted as representing the eet
of the averaged geometrial degrees of freedom ; then the omparison of its poten-
tial in the presene of matter and in the vauum tells us, how the matter eld
inuenes the bakreation terms : it aets the energy sale through a simple fa-
tor depending on the initial averaged matter density, and so modies the dynamis
of the morphon when the domain volume is small (beause ΦD is an inreasing
funtion of aD ; the limit ΦD → +∞ orresponds to aD → +∞.) On the ontrary,
when the domain volume beomes big, the dynamis of bakreation is similar to
its dynamis in vauum, whih is natural beause the averaged matter density is
then diluted.
Seond, we disuss the three ases of the bakreation parameter r that were
not onsidered until now : r = ±1/3 and r = −1. In the ase r = 1/3, the solution
reads QD = 1/3 〈R〉D ∝ a−3D ; this orresponds to a saledependent Einstein
de Sitter senario with a renormalized initial dust density 〈̺〉Di −RDi/36πG (f.
Appendix A). This model has zero eetive pressure peff . The ase r = −1/3
leads to QD = −1/3 〈R〉D = const., whih is equivalent to a saledependent
Friedmanian senario with a osmologial onstant : Λ = QDi = −RDi/3 (that was
7
Thanks to Varun Sahni, who has pointed this out to us.
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our motivating example). The ase r = −1 orresponds to a strit ompensation
between the kinematial bakreation and the averaged salar urvature. It leads
to a saledependent Friedmann model with only a dust matter soure, in other
words, to a saledependent Einsteinde Sitter model.
The above three ases appear as limiting ases of the salar eld model.
The saling solutions orrespond to spei salar eld models with a onstant
partition of energy between the kineti and the potential energies of the salar
eld. Indeed, if we dene the kineti energy by EDkin :=
1
2
Φ˙2DVD and the potential
energy by EDpot := −U(ΦD)VD as before, we nd the following `balane ondition'
for the salar eld representation of bakreation and averaged salar urvature in
the ase of the saling solutions :
EDkin +
(1 + 3r)
2ǫ
EDpot = 0 . (C.3.39)
We previously disussed the ase r = 0 (`zero bakreation') for whih this ondi-
tion agrees with the standard salar virial theorem. This balane between kineti
and potential energies is well known in the ontext of saling solutions of quintes-
sene (see [226, 166℄ and referenes therein).
Finally, the eetive equation of state for this morphon eld is onstant and given
by :
wDΦ = −
1
3
(1− 3r)
(1 + r)
= −1
3
(n + 3) , (C.3.40)
whih is less than −1/3, i r ∈] − 1; 0[. The overall `osmi equation of state'
inluding the matter soure term is given by :
wDeff :=
pDeff
̺Deff
= −1
3
(1− 3r)a
1−3r
1+r
D
(1 + r)a
1−3r
1+r
D + 1/γ
Di
Rm
= wDΦ
1
1 + a
−(n+3)
D /γ
Di
km
, (C.3.41)
with γDikm :=
ΩDik
ΩDim
= (1 + r)γDiRm .(C.3.42)
Or, equivalently :
wDeff = w
D
Φ (1− ΩDm) . (C.3.43)
Thus, the `osmi state' asymptotially evolves, for an expanding universe model
with (n + 3) = (1 − 3r)/(1 + r) > 0, into wDeff → −(n + 3)/3 = wDΦ . A neessary
ondition for the salar eld part to dominate the expansion of the universe model
at late times is n = −2(1 + 3r)/(1 + r) > −3, whih implies r < 1/3. In that
ase, sine the equation of state wDΦ is onstant, a universe model dominated by
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Fig. C.3.2  Volume sale fator aD as a funtion of t for various saling solutions ;
note that all the models shown have vanishing osmologial onstant. The models
had been integrated with aD0 = 1000, H0 = 70 km/s/Mp, Ω
D0
m = 0.27 and
ΩD0Q + Ω
D0
R = 0.73. A lassiation sheme omprising the various ases will be
provided below. Within this sheme the rst row displays examples of Case D,
Case C and the Einsteinde Sitter solution ; the seond row an example of Case B
for a model of quintessene, the solution mimiking a osmologial onstant, and
an example of Case A for a model of phantom quintessene.
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bakreation and averaged urvature approahes the following evolution of the
volume sale fator (note aDi = aD(ti) = 1) :
aD(t) = (1 + C(t− ti))(1+r)/(1+3r) = (1 + C(t− ti))−2/n ;
with C :=
4
9
(1 + 3r)
(1 + r)
√
−(1 + r)RDi/6 = −
2n
9
√
−kDi . (C.3.44)
For the lass of saling solutions we an obtain the timeevolution of the vo-
lume sale fator, and we appreiate that the saling solutions explore possibilities
similar to a Friedmannian evolution with a osmologial onstant. Figure C.3.2
illustrates this for some hosen values, where the density parameter is held xed
for omparison with our later analysis. For this gure we numerially integrate
Eq. (C.3.4) for Λ = 0 and with the saling solutions inserted :
(
a˙D
aD
)2
=
8πG
3
〈̺〉Di
a3D
− (1 + r)
6
〈R〉DianD
=
8πG
3
〈̺〉Di
a3D
− kDianD = H2Di
(
ΩDim
a3D
+ ΩDik a
n
D
)
. (C.3.45)
The integration is performed using a nonsti preditororretor Adams method
provided by Silab, with aD0 = 1000,HD0 = 70 km/s/Mp, Ω
D0
m = 0.27, and Ω
D0
Q +
ΩD0R = 0.73, whih yields for the onstants in the previous equation : 8πG〈̺〉Di/3 =
a3D0HD0Ω
D0
m and (1 + r)RDi/6 = −a−nD0HD0(ΩD0Q + ΩD0R ).
Classiation of the saling solutions
The following lassiation summarizes the results :
 Case A : for r ∈] − 1;−1/3[ we have a phantom salar eld with a positive
potential of the form UD ∝ sinhβ(αΦD) with β > 0 ; these models may lead
to an aelerated expansion. A partiular example of this type is analyzed
below.
 for r = −1/3 we have a model that orresponds to a saledependent os-
mologial onstant given by Λ = QDi = −1/3RDi .
 for r > −1/3 we have a standard salar eld. Here, we an distinguish various
ases :
 Case B : for r ∈] − 1/3; 0[, the potential is positive and of the form
sinhα1(ΦD), with α1 ∈] − 4; 0[, leading to a quintessene eld that may
produe an aelerated expansion. At the beginning, when ΦD ∼ 0, the po-
tential is an inverse powerlaw one, orresponding to the soalled Ratra
Peebles potential [53℄ U(ΦD) ∝ Φ−α2D , with α2 = 4(1 + 3r)/(1 − 3r) ;
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when ΦD beomes big, the potential is equivalent to an exponential po-
tential, also wellknown in the quintessene ontext [53, 176℄ : U(ΦD) ∝
exp(−α3ΦD), with α3 = 2
√
(1 + 3r)/(1 + r). It should be noted that the
problem emphasized in [226, 166℄ for this kind of potential (that is the
neessarily small salar eld density beause of primordial nuleosynthe-
sis onstraints) doesn't hold here, sine this potential arises during the
matterdominated era as a result of bakreation, so that in suh a se-
nario the salar eld is signiantly soured only during late stages of the
matterdominated era. The more r approahes −1/3, the more this eld
mimis a osmologial onstant.
 Case C : for r ∈ [0; 1/3[ the potential still behaves as sinhα4(ΦD), but
with α4 < −4. This potential is too sti and the model annot produe an
aelerated expansion (wDΦ > −1/3).
 for r = 1/3, the model is equivalent to a standard Einsteinde Sitter
model with a saledependent and renormalized initial dust density and
zero eetive pressure peff (f. Appendix A).
 Case D : for r > 1/3, the potential is of the form sinhα5(ΦD) with α5 > 4
and the model annot produe an aelerated expansion.
 Case E : for r < −1, we have a standard salar eld rolling in a negative
potential that is not bounded from below. Whereas suh salar elds are
pathologial when onsidered like fundamental salar elds, this solution
may be physial in the bakreation ontext. Indeed, the four preeeding
models all orrespond to RDi < 0, and this one orresponds to RDi > 0. We
expet that more realisti solutions, modelled e.g. by a suitable superposition
of saling solutions, ould provide potentials with minima, hosting `bound
states'.
The solution spae explored by the morphon
The various ases listed above appear as `osmi states' that separate `os-
mi phases', illustrated in the following phase diagram, Fig. C.3.3. To understand
this diagram, we remark that the solution spae for the eetive osmologies that
are soured by dust matter and `morphed' by the saling solutions form one
dimensional subsets in the twodimensional spae that is dened by Hamilton's
onstraint (taken at xed spatial sale D and at Λ = 0), ΩDm+ΩDQ+ΩDR = 1. Also,
(saledependent) `Friedmannian' models, haraterized by the bakreation pa-
rameter r = 0 and Λ = 0, form a onedimensional subset dened by ΩDm+Ω
D
k = 1.
With the saling solutions we are also restrited to measure zero sets, but we have
a oneparameter family of them whih allows us to explore the solution spae.
To illustrate the solution plane, we plot, instead of ΩDQ (related to Ω
D
R) the
volume deeleration parameter qD = 1/2ΩDm + 2Ω
D
Q, Eq. (C.3.14), as a funtion of
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the only free parameter ΩDm in the `osmi phase diagram' Figure C.3.3. For the
saling solutions we simply have :
qD =
2r
1 + r
+
1− 3r
2(1 + r)
ΩDm = −
n+ 2
2
+
n + 3
2
ΩDm . (C.3.46)
A priori, the saling solutions an desribe the whole plane, inluding osmolo-
gies withΩDm > 1. Nevertheless, Ω
D
m > 1 implies, fromHamilton's onstraint (C.3.10)
with Λ = 0, that (1+r)RDi > 0, whih is exatly the opposite ondition to the one
that holds in the orrespondene with a realvalued salar eld. In other words, a
realvalued morphon eld is only dened for ΩDm < 1, and we shall onentrate on
this lass of models in the following.
Sine ΩDQ + Ω
D
R would be interpreted, in a Friedmannian `tting model', as
ΩFΛ + Ω
D0
k , with negligible kparameter in the onordane model [227℄, we an
infer the orresponding value for a tted Λ−parameter in the same diagram, sine
for negligible k−parameter, ΩDQ+ΩDR = 1−ΩDm ∼ ΩFΛ , where with the upper index
F we refer to a `tted' Λ−parameter.
Another feature in the following diagram are arrows that illustrate the time
evolution of the respetive parameters. Again, the models orresponding to ΩDm > 1
are not analyzed here (among them are `BigCrunhmodels', f. Eq (C.3.47) ;
their dynamis depends strongly on initial onditions). There are attrators and
repellors
8
in this diagram. Most notably, for the ases of interest to us that
feature a latetime aeleration, `Friedmannian' states are repellors, i.e. `near
Friedmannian' states evolve away down to the attrator solution ΩDm = 0, where
bakreation (or urvature) domination is ompleted.
Let us speially disuss the various ases. We denote values in the solution
plane by (qD; ΩDm) and onentrate in the following only on expanding universe
models. We write :
qD(aD) =
1
2
1 + c1a
n+3
D
1 + c2a
n+3
D
; ΩDm =
1
1 + c2a
n+3
D
, (C.3.47)
with c1 = 4rc2/(1 + r), c2 = (1− ΩDim )/ΩDim , and aD being an inreasing funtion
of time. These formulae are helpful to determine the evolution of a partiular
solution in the phase plane (qD; ΩDm). We learn from Figure C.3.3 that no model
orresponding to Case C an produe aeleration. Aording to Eqs. (C.3.47),
saling solutions in the setors orresponding to negative potentials (ase E) and
8
Compare the analyses in [228℄ and [229℄. Due to the proposed orrespondene to a salar eld
osmology we an diretly use the results on saling properties of the salar eld investigated by
[56℄ and [230℄. In this ontext, the determination of equations of state from similarity symmetries
also provides an interesting tool [231℄. A fullsale investigation of a dynamial systems analysis
is not provided here.
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pittype potentials (ase D) are attrated towards the Einsteinde Sitter model
(1/2; 1). In all the other ases (A, B and C), the Einsteinde Sitter model appears
as a repellor, and the attrators are loated on the line (qD = 2r/(1 + r); ΩDm = 0)
for r ∈] − 1; 0]. Eah point of the straight line r = 1/3, that orresponds to a
renormalized Einsteinde Sitter senario, is a xed point.
Hene, the Einsteinde Sitter model is a saddle point for the saling dynamis
and small inhomogeneities with QD > 0 should make the system evolve away from
it. The sign of QD is important : for all the models orresponding to r > 0 or
r < −1, that is the ases C,D and E, whih annot produe aelerated expan-
sion, we have QD < 0. In other words, the kinematial bakreation is dominated
by shear utuations, f. Eq. (C.3.5). This does not neessarily mean that the
universe model is regionally (on the sale D) anisotropi, beause in these ases
kinematial utuations deay strongly. On the other hand, ases A and B that
ould be responsible for an aelerated expansion orrespond to QD > 0 and have
subdominant shear utuations. Therefore, these models an be regionally almost
isotropi, although kinematial utuations have strong inuene.
Finally, reall that we have RDi < 0 for r > −1 and RDi > 0 for r < −1.
Constrution of a realisti model : estimation of parameters
and initial onditions
The salar eld behavior (i.e. the latetime behavior of the osmologial model
in the ases r < 1/3) essentially depends on the value of the bakreation para-
meter r that desribes the ratio between kinematial bakreation and averaged
urvature (or, in the salar eld language, the ratio between the kineti energy of
the eld and its potential energy). We are going to estimate this ratio from obser-
vational onstraints on the equation of state. Before we do so, let us summarize
the onditions relevant for a latetime behavior featuring `volume aeleration',
i.e. a¨D > 0.
Aeleration onditions
The ondition for an aelerating path D (whih we are going to take as
large as our observable Universe) follows from the averaged Rayhaudhuri equation
(C.3.3) [140℄, [213℄ :
QD > 4πG〈̺〉D , (C.3.48)
implying with (C.3.9) and (C.3.14) :
−ΩDQ >
ΩDm
4
; qD < 0 , (C.3.49)
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Fig. C.3.3  This `osmi phase diagram' is valid for all times and on all sales, i.e.
it an be read as a diagram for the orresponding parameters `today' on the sale
of the observable Universe. All the saling solutions are represented by straight
lines passing through the Einsteinde Sitter model in the enter of the diagram
(1/2; 1). The vertial line orresponding to (qD; 1) is not assoiated with a solu-
tion of the bakreation problem ; it degenerates to the Einsteinde Sitter model
(1/2; 1). This line forms a `mirror' : inside the one (Case E) there are solutions
with ΩDm > 1 that annot be related to any realvalued salar eld, but are still
of physial interest in the bakreation ontext (models with positive averaged
salar urvature). Models with `Friedmannian kinematis', but with renormalized
parameters form the line r = 1/3. The line r = 0 are models with no bakrea-
tion on whih the parameter ΩDk varies (saledependent `Friedmannian models').
Introduing Λ would just shift the whole diagram down. Below the line r = 0
in the `quintessene phase' we nd eetive models with subdominant shear u-
tuations (QD positive, ΩDQ negative).The line r = −1/3 mimis a `Friedmannian
model' with saledependent osmologial onstant. The line below r = −1/3
in the `phantom quintessene phase' represents the solution inferred from SNLS
data (f. subsetion alled Constraining r by supernovæ observations), and the
point at (qD; ΩDm) = (−1.03; 0) loates the latetime attrator assoiated with this
solution.
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and, for the lass of saling solutions (C.3.27) (ΩDm > 0, Ω
D
Λ = 0, and the denition
(C.3.36)) :
ΩDQ = rΩ
D
R , i.e., −r γDRm >
1
4
⇔ qD = ΩDm
(
1
2
+ 2r γDRm
)
< 0 , (C.3.50)
This ondition is met, if (now inserting the solution (C.3.36) and the relation to
the Friedmannian urvature parameter (C.3.42)) :
−r γDRm = −
r
(1 + r)
γDikm a
(n+3)
D >
1
4
. (C.3.51)
A realisti model would meet this ondition at some time in the evolution leading
thereafter to the observed aeleration value, i.e. ideally at the epoh around the
time of struture formation solving the oinidene problem.
From what has been said above, suh realisti ases require r < −1/3, i.e.,
n > 0 ; in the limiting ase r = −1/3 (n = 0) (whih is the solution mimiking
a osmologial onstant) the ondition (C.3.51) reads γDikm a
3
D > 1/2, and with
ΩDk = Ω
Di
k a
−2
D and Ω
D
m = Ω
Di
m a
−3
D we nd :
r = −1
3
, n = 0 : γDkm a
2
D >
1
2
, i.e. , γD0km >
1
2a2D0
. (C.3.52)
The marginal ase n = −3 in the exponent of the volume sale fator (C.3.51)
plays a partiular role that we shall explain more in detail in Appendix A. In the
ontext of the aeleration onditions we an gain a better understanding of the
ases n > −3 by the following remark. In this marginal ase the averaged density
and the kinematial bakreation have idential deay rates with respet to the
volume sale fator in an expanding universe model. This means that, in order to
get a positive aeleration at the present time, already the initial data must satisfy
the onditions (C.3.48) and (C.3.49). The neessary initial value for kinematial
bakreation is then large and suggests that we are looking at a region D that
is lose to satisfy the ondition needed for the stationarity of the osmos. Note,
however, that the strit singlesaling solution n = −3 (r = 1/3) does not admit
aeleration, f. Eq. (C.3.46), but a superimposed regional utuation would admit
aeleration (or deeleration) (f. Appendix A).
In the ases n > −3, the averaged density deays faster than kinematial
bakreation ; hene, to attain suient aeleration today, the model needs the
less magnitude of kinematial bakreation the weaker its deay given in terms of
n. Let us take a ase lose to n = −2 (the ase n = −2 degenerates to r = 0,
f. Eq. (C.3.27)), then kinematial bakreation an be three orders of magnitude
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weaker initially, if the sale fator advaned to a value of aD0 = 1000 today. This
remark makes lear that the solution setor n > −2 (r < 0) ontains solutions
that an potentially explain the Dark Energy problem even when starting with
small expansion utuations at the CMB (Cosmi Mirowave Bakground) epoh.
Moreover, it ontains solutions whih also solve the oinidene problem, although
a more natural solution would not be an exat saling solution, but one that would
injet more bakreation at the formation epoh of struture. However, for models
with ΩDm < 1, f. Eq. (C.3.46), we have to go to values of n ∼ 0 (r ∼ −1/3) in
order to nd suient aeleration.
It should be emphasized that the interesting setor n > −2 is not what we
ould nd in a weakly perturbed FRW (Friedmann Robertson Walker) model.
These states rely on a strong oupling of kinematial utuations to the averaged
salar urvature of the universe model. Kinematial bakreation an only deay
at suh weak rates (or even grow for r < −1/3), if the timeevolution of the
averaged salar urvature largely deviates from the timeevolution of a onstant
urvature model ; intuitively speaking, averaged utuations are strongly supplied
by the `urvature energy reservoir'.
Observational onstraints on parameters
Reall that the envisaged lass of singlesaling solutions implies that our pa-
rameter hoies are unambiguous : we only have to speify an initial ondition, say
ΩDiR or Ω
Di
m , the bakreation parameter r, and the value of the volume sale fator
today aD0 .
The following estimates are done on the assumption that the eetive model is
based on solutions for a matter density soure and a morphon eld that is realized
by the partiular lass of saling solutions disussed in this paper. We fous on
the eet of the morphon eld for vanishing osmologial onstant, and would like
to demonstrate that an observer who is using a Friedmannian `template universe
model' would interprete this eet by a osmologial onstant today. Thus, we
are foring the eetive evolution of the volume sale fator to math with that
of a Friedmannian model with Λ at initial and nal time. However, all of our
parameters are evolving aording to the `bestt' saling solution in the averaged
inhomogeneous model. In partiular, this implies that the timederivatives of the
volume sale fator evolve very dierently ompared with a standard Friedmannian
model. Thanks to the existing onstraints on the standard Friedmannian models,
as for example Cold Dark Matter models with a Dark Energy omponent that has
a onstant equation of state, this proedure redues the number of parameters that
we have to estimate. Indeed, we then only have to determine r and one value for
the initial data, e.g. ΩDiR .
We emphasize that the interpretation of observational data and the resulting
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onstraints strongly depend on model assumptions, i.e. it is ommonly assumed
that a standard ΛCDM model is the orret one. This implies, in partiular, that
we are not onstraining the parameters of the averaged inhomogeneous model
by observations reinterpreted within the inhomogeneous osmology. For example,
sine the spatial urvature is not onstant, the formulae for angular diameter
and luminosity distanes annot be taken as the FRW ones. Furthermore, we
point out that this reinterpretation is hallenging, for all the other observational
preditions that are based on a perturbative approah, like largesale struture
harateristis, must be reonsidered. It is not obvious, and this work together with
others (e.g. [160℄ and referenes therein) provides plausible ounter arguments, that
the late Universe ould be desribed by a perturbed FRW model, even if smoothed
over large sales.
In this sense, our analysis is a demonstration of what the observed values of
the standard osmologial parameters would imply for the averaged quantities.
With these assumptions the observer with a `Friedmannian template' then faes
the following relation today :
ΩD0R + Ω
D0
Q = Ω
F
Λ + Ω
D0
k ,
where the latter orresponds to the `biased' interpretation of the true dynamis.
The parameter r is fully speied by the energy ontent of the Universe today,
sine by Hamilton's onstraint ΩD0R + Ω
D0
Q = 1− ΩD0m .
Diretly following from the relation (C.3.31) we have :
r = −n + 2
n + 6
with (n+ 2) =
ln
(
1 + γD0Λk
)
ln aD0
; γD0Λk :=
ΩD0Λ
ΩD0k
. (C.3.53)
Note that, again by Hamilton's onstraint, the ondition 1 + γD0Λk > 0 implies
(1− ΩD0m )/ΩD0k > 0, whih allows for two ases : a positive urvature today (ΩD0k
negative) with ΩD0m > 1, or a negative urvature today with Ω
D0
m < 1. For our
purpose of tting the inhomogeneous model to a Friedmannian `template' with
osmologial onstant, we hoose the latter option. Furthermore, for ΩFΛ > 0,
there is still the possibility that ΩFΛ < −ΩD0k . This last ondition is learly not
satised in the latetime Universe, so in the following, we will restrit the analysis
to ΩD0k > 0.
Giving initial data from WMAP [13℄, ΩFΛ ∼ 0.72 and ΩD0m ∼ 0.28, and taking
aD0 ∼ 1000, Eq. (C.3.53) determines the value of n to be lose to but slightly
larger than 0, i.e. r slightly below r = −1/3 pointing to a phantom quintessene.
However, taking into aount a variation of the initial data, we detet a large
sensitivity of the preise value for r to the initial data in our saling solutions.
This is shown in Figure C.3.4. We therefore employ an orthogonal observational
onstraint on the Dark Energy omponent below.
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Fig. C.3.4  The bakreation parameter r is shown as a funtion of ΩD0k and Ω
F
Λ ,
as the eet of bakreation would be interpreted in a Friedmannian `template',
with aD0 ∼ 1000.
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Figure C.3.4 shows r as a funtion of ΩD0k and Ω
F
Λ for the bounds given by
WMAP third year data [13℄ : ΩD0k ∈]0; 0.006] and ΩFΛ = 0.72 ± 0.04, and for
aD0 = 1000 that roughly orresponds to a range of solutions integrated from
approximately the epoh of the CMB (Cosmi Mirowave Bakground).
We infer that when ΩD0k tends to 0, r tends to −1, and to 0 when ΩD0k tends
to +∞. Moreover, we notie that, while inreasing ΩD0k from zero, the morphon
eld is rst a phantom eld, then a standard quintessene eld. Finally, r is almost
insensitive to ΩFΛ , and it depends strongly on Ω
D0
k only in the ase when Ω
D0
k is
very small. (Note that the latter is a `pathology' of our singlesaling ansatz ; this
behavior ould be ured by superimposing a onstanturvature solution.)
Constraining r by supernovae observations
The preeding onsiderations giving r in terms of ΩFΛ and Ω
D0
k (or in terms of
ΩFΛ and Ω
D0
m by replaing Ω
D0
k with 1 − ΩD0m ΩFΛ in Eq. (C.3.53)) an be used to
determine r. We now estimate r through the Dark Energy equation of state that
best mathes supernovae observations. Then, we use relation (C.3.53) to ompute
the resulting value of ΩD0k , in order to hek the onsisteny with our tting model.
There is a simple way to estimate the bakreation parameter r, by requiring
that the equation of state for Dark Energy wDΦ , f. Eq. (C.3.40), mathes the one
inferred from supernovae observations, denoted by wSN1a, provided this one is
onstant. Then :
r =
1
3
1 + 3wSN1a
1− wSN1a .
Taking into aount the last SNLS best t for a at Friedmann model soured by
Dark Energy with a onstant equation of state wSN1a ∼ −1.02, ΩD0Λ = 0.73 and
ΩD0m = 0.27 [18℄, we nd r ∼ −0.34, again suggesting a phantom quintessene.
This value does not depend sensitively on variations in wSN1a, and is therefore a
more robust estimate ompared with our previous one.
One this ratio is xed, we an nd the values of the initial data. We assume
that, today, ΩD0R + Ω
D0
Q = Ω
F
Λ and nd, e.g. for the initial ratio of the urvature
parameter to the density parameter :
γDiRm =
−RDi
16πG〈̺〉Di
=
ΩFΛ
(1 + r)ΩD0m a
(n+3)
D0
,
whih, at the CMB epoh, approximately setting aD0 to the value aD0 ∼ 1000, is
γDiRm ∼ 2.7 10−9.
Here, we an hek the onsisteny of the SNLS tting with the urvature
assumption. Indeed, in the SNLS tting, we assumed that ΩD0k = 0, and, using the
inferred value for r, r ∼ −0.34 in Equation (C.3.53), we nd that ΩD0k ∼ 5 10−7ΩFΛ ,
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in aordane with the assumption ΩD0k = 0. This shows that r as determined
only through the Dark Energy equation of state is ompatible without further
assumptions.
If we dene an `eetive redshift' through the volume sale fator as in Fried-
mann osmology, we an derive the eetive redshift at whih the expansion ae-
lerates. It orresponds to a `osmi equation of state' for matter plus bakreation
wDeff ∼ −1/3. Inserting (C.3.41) into this relation, we nd an aeleration sale
fator and an eetive aeleration redshift :
aaccD =
(
−1/(4rγDiRm)
) 1+r
1−3r ∼ 569 ⇒ zacceff =
aD0
aD
− 1 ∼ 0.76 .
The salar eld behavior and the potential orresponding to this model, as well as
the timeevolution of various osmologial parameters, are presented in Figs. C.3.6
and C.3.5.
Conluding Remarks and Outlook
Our proposal of a mean eld desription of bakreation eets through a mini-
mally oupled `morphon eld', does not only provide a rephrasing of the kinematis
of bakreation in terms of a salar eld osmology, but it also justies existene
of the latter due to the fat that we identify averaged inhomogeneities in Einstein
gravity as the underlying fundamental physis. Thus far, suh a welldened link
was missing ; alternatively, it is thought and there exist some plausible hints that
the lowenergy sale in some ontemporary partile physis models would pro-
vide this link (e.g. [232℄, [233℄, [234℄), i.e. that the salar eld emerges from the
dynamial degrees of freedom stemming from extra dimensions (`moduli elds').
The set of spatially averaged equations together with the mean eld desrip-
tion of kinematial bakreation by a morphon eld shows, in partiular, that
the framework of Friedmanntype equations is very robust. We understand now
that an eetive and saledependent Friedmannian framework is appliable with
the surprising new input that, besides averaged matter soures, also a salar eld
omponent emerges and has not to be invented.
Summary
We have exploited the proposed orrespondene by investigating a family of
saling solutions of the bakreation terms. The study of saling solutions is well
advaned in researh work on salar eld models, and our study allows to translate
those results into the bakreation ontext. Here, our disussion was not exhaus-
tive. We onentrated on exploring the solution spae of inhomogeneous osmo-
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Fig. C.3.5  The dimensionless osmologial parameters are shown as a funtion of
time. While ΩDm deays from 1 to the present value ∼ 0.27, the sum ΩDQ+ΩDR grows
from 0 to the value ∼ 0.73, interpreted as the osmologial onstant parameter to-
day, ΩFΛ , in a Friedmannian `template model'. Kinematial bakreation QD is
positive (dominant expansion utuations) and grows slightly, implying a negative
bakreation parameter ΩDQ that beomes more negative. This growth is supplied
by the negative averaged urvature that evolves strongly, i.e. the positive urvature
parameter ΩDR grows from almost 0 to a value larger than 1 at the present epoh.
This behavior of the `physial' urvature parameter should be ompared with the
evolution of the `Friedmannian urvature parameter' displayed in the last gure.
All solutions are alulated for the SNLS best t model. In this model the pa-
rameters (ΩDm; Ω
D
Q; Ω
D
R) evolve towards their attrator (0;−0, 515;+1, 515), where
bakreation and urvaturedomination is ompleted. Note that the starting va-
lues dier from (ΩDim = 1;Ω
Di
Q = 0;Ω
Di
R = 0) ; if they would not, then the model
evolves without bakreation as the standard model, in whih the latter initial
data set is maintained in the ourse of evolution. The standard model is a repellor
for the senario shown.
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Fig. C.3.6  Upper left : salar eld ΦD as a funtion of the volume sale fator aD,
in units of 2
√
πG. Upper right : Potential U(ΦD), in GeV m−3. Central left : volume
sale fator as a funtion of time in Gyr. Central right : deeleration parameter
as a funtion of time in Gyr. Lower left : the `osmi equation of state' weff as
a funtion of time in Gyr. Lower right : `Friedmannian urvature parameter' as
a funtion of time in Gyr, featuring a maximum at the onset of aeleration. All
solutions are alulated for the SNLS best t model.
260 ANNEXE C. ARTICLES
logies with the help of saling solutions with a `minimal' parameterization. The-
refore, as a next step, this parameterization ould be expanded and ongruenes
with other work on salar eld models ould be worked out. Note that an obvious
suh expansion would analyze superimposed saling solutions that ould be mo-
deled either again by a single eetive salar eld, or else by multiple salar elds
[235℄, [236℄. One example of a superposition of saling solutions is provided in Ap-
pendix A. Furthermore, observational onstraints set on quintessene or phantom
quintessene models have diret relevane to onstraints that have to be set on
morphon elds [237℄. However, observations have to be reinterpreted within the
inhomogeneous osmology underlying the morphon dynamis.
In making the orrespondene onrete we have not touhed the question whe-
ther realisti dynamial models of the inhomogeneous Universe would omply with
the lass of averaged models that we singled out as `realisti ase studies'. For the
saling solutions the salar eld orrespondene revealed, that the onstany of
the fration of kineti to potential energy of the morphon eld relates to averaged
models that are driven by strong oupling between averaged 3Rii urvature
and kinematial utuations, the onstany implying their diret proportionality.
While in the salar eld ontext this assumption is often employed, here we get an
interesting piture of what this represents. The key for a physial interpretation
of the proposed orrespondene is the equivalene of the integrability ondition
(C.3.6) and the KleinGordon equation (C.3.18) :
a−6D ∂t
(
a6DQD
)
+ a−2D ∂t
(
a2D 〈R〉D
)
= 0 , ⇔ Φ¨D + 3HDΦ˙D + ǫ ∂
∂ΦD
U(ΦD) = 0 .
Although the resulting piture may appear omplex, it an be strutured by looking
at a single player : the averaged 3Rii urvature. If it is positive, it represents an
energy reservoir, stored in a negative potential in the orrespondene. If this reser-
voir exeeds the `virial energy', then the exess energy is onverted (in the saling
solutions diretly) into an exess of kineti energy, i.e. kinematial bakreation.
The averaged urvature then deays faster than the `Friedmannian' urvature. On
the other hand, if it is negative, then the same logi applies : the averaged urva-
ture onsequently beomes stronger negative ompared with the `Friedmannian'
urvature. Solutions of the Dark Energy problem, where a large positive value of
bakreation is needed, will have to make strong use of this onversion, while `near
Friedmannian' models don't. A Newtonian or postNewtonian approah suppresses
these degrees of freedom by freezing the averaged urvature to the `Friedmannian'
value (ompare an attempt to work with the Friedmannian urvature parameter
that, of ourse, needs an extra salar eld as a soure for Dark Energy [238℄).
From these remarks we understand the importane of a strongly evolving avera-
ged 3Rii urvature, if the attempt to explain Dark Energy through bakrea-
tion should be suessful. In this line there is lear support for the importane of
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a strongly evolving 3Rii urvature from the LemaîtreTolmanBondi solution,
see [155℄, and in partiular the reent work [217℄ and referenes to other papers
on this solution therein. Reently, Räsänen [160℄ provided an illustrative example
and a omprehensive disussion of the physis of bakreationdriven aelerated
expansion.
Weakly perturbed Friedmann models have a speial status if plaed into the
full solution spae of the averaged inhomogeneous models : only if the averaged
utuations deouple from the averaged urvature, i.e. if they evolve independently,
then the averaged urvature evolves as a onstant `Friedmannian' urvature, and
utuations deay in proportion to the square of the inverse volume. Hints that
point to the likely existene of a urvatureutuationoupling ome again from
averaging the LTB solution [215℄ (see also [239℄) and other global solutions [213℄
that all show an extra term in the averaged salar urvature. In these examples
the extra term evolves in proportion to the inverse volume, hene deviates from a
`Friedmannian' urvature and implies maintainane of large kinematial utua-
tions that deay only in proportion to the inverse volume. While this partiular
behavior of the bakreation terms still requires large bakreation to start with
[214℄, e.g. a feature of globally stationary solutions [213℄, a stronger evolution of
averaged urvature, i.e. injeting more urvature energy into kinematial utua-
tions, would allow to start with `nearFriedmannian' initial onditions and still
explain urrent observations. An example for the latter possibility has been analy-
zed in this paper. This possibility an be interpreted suh that there is some hope
to nd enough bakreation by starting with almost FRW initial data, as suggested
by [140℄, although here the onversion of urvature energy into bakreation must
be very eient ; a more moderate evolution into bakreationdominated phases
would result, if we already start with `outofequilibrium' initial data.
In this line we have also pointed out, and this is worth stressing again, that
the `Friedmannian' urvature parameter kDi is in general unrelated to the physial
averaged salar urvature, it is an integration onstant and atually an integral of
motion [213℄ : the dynamis of the averaged physial urvature is not represented
by and, in most examples, deviates substantially from it. The restrition to a
`Friedmannian' evolution of the averaged urvature singles out the speial ase
where the urvatureutuationoupling is stritly absent.
Summarizing these thoughts we an say that there are two oneivable senarios
that remove the need for Dark Energy : rst, a `soft senario' that was disussed in
detail in [213℄. Here we already have an initial global state with strong expansion
utuations, so that regionally a moderate evolution of bakreation and averaged
urvature sues to explain the observed aeleration. It was, however, pointed
out that suh models imply paradigmati hanges, and observational data have
to be reinterpreted in order to put rm onstraints on QD at the CMB epoh.
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Seond, there is a `hard senario' (implied by the suggestion of Kolb et al. [140℄)
that literally reates enough bakreation out of `nothing', f. Eq. (C.3.33). In our
example of a partiular saling solution a phantom quintessene senario arises
that omplies with the strong energy ondition and also with onstraints in aord
with those already put on the standard model. Consequently, this senario needs
strong evolution of bakreation and averaged urvature as seen best for the di-
mensionless osmologial parameters in Fig. C.3.5. The present work has shown
that the `hard' version an be made onsistent with the framework of the averaged
Einstein equations.
Outlook
There are obviously a number of possible routes for generalizing the salar eld
orrespondene. Let us briey disuss some of them.
Spatial averages are saledependent, sine we integrate over a given ompat
volume of the spae setions. In this paper we left the domaindependene un-
touhed, all of our onsiderations were foussing on a xed sale. However, the
salar eld orrespondene holds on every sale, whih is not only reminisent of,
but also physially a manifestation of renormalizable quantities. In this respet
the morphon analogues of quintessene are dierent from standard quintessene
models. In this ontext we ould `Rii ow' the averages to averages on a onstant
urvature geometry [124℄, or we ould study other renormalization group methods
to ontrol the saledependene, e.g. [240℄, [241℄, [242℄.
A possibly fruitful investigation would onsider stringmotivated gravitational
theories and, employing the proposed orrespondene, would aim at determining
the salar eld theory from the higherdimensional geometry of extrinsi and in-
trinsi urvature. For this end one would have to derive the averaged equations for
the extended spaetime. Brane world osmologies ould be analyzed in the spirit of
this orrespondene. Not only in this ontext it will be interesting to understand,
in whih ases a nonminimally oupled morphon eld would arise.
Furthermore, there are other interesting strategies of a more tehnial nature
that, however, widen the physial ontext of appliations. For example, the in-
trodution of a omplex salar eld, whih is neessary to aess solutions with
ΩDm > 1 with a positive averaged 3Rii urvature ; the disussion of globally
stationary osmologies in [213℄ shows that a stationary osmos obeys these ondi-
tions at early times, and later the averaged salar urvature dereases fast until
it beomes negative, while maintaining large kinematial bakreation. Another
example is the averaging on a dierent foliation of spaetime, i.e. introduing o-
ordinate degrees of freedom. The latter is atually neessary if matter soures other
than `irrotational dust' are onsidered ; it results in an extra oupling of the salar
eld to the matter soures stemming from a bakreation term due to the pressure
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gradient that is absent in the present paper [133℄. This is the subjet of a followup
work that will also allow aess to realisti models of bakreationdriven ination
[243℄. Here, the present investigation in priniple allows to model inationary se-
narios too by translating typial harateristis of inaton elds into orresponding
morphon elds, however, within the restrited ases of `dust matter' or `vauum'.
Sine ΦD models the inhomogeneous `vauum part' of the soures, there might
be an interesting onnetion to the energy budget of gravitational waves that ould
be fruitfully exploited [244℄, and, sine ΦD represents a `mean eld' of utuations,
also a onnetion to statistial thermodynamis is impliit. In order to establish
this latter link, however, we have to note that QD models the averaged spatial
variane of extrinsi urvature and so far not `utuations' in the thermodyna-
mial sense. Another intimate, but on the level of a `dust matter model' formal,
relation to eetive thermodynami models is suggested in the ase of imperfet
uid models. They imply nonequilibrium eets that in turn an be assoiated
with a `frition oeient' proportional to the `osmi equation of state' peff/̺eff .
Thermodynami arguments that were used in [245, 246℄ within the imperfet uid
piture lead to further possibilities of interpreting the dierent saling regimes, e.g.
by employing the seond law of thermodynamis the authors of [245, 246℄ would
onlude peff < 0, and thus QD > 1/3〈R〉D, i.e. r > 1/3 for positive averaged
salar urvature and r < 1/3 for negative one. Sine the rst ase does not give
rise to aeleration one would be led to onlude that the salar urvature has to
be negative on average, a onlusion shared by other work (in Appendix A we also
reah this onlusion and provide referenes).
A nal omment related to salar eld perturbations, often investigated in a
postNewtonian setting, is in order. In those perturbative approahes, the salar
degree of freedom that emerges is a ombination of matter and metri inhomoge-
neities. Within the welldeveloped standard perturbation theory [223℄, it is natural
to rst restrit the analysis to a tight range around a FRW bakground in order to
alulate bakreation eets [247, 248℄, [249, 250℄. The amplitude of salar per-
turbations, but also their derivatives and, hene, all urvature terms have to be
small [151℄. Besides onsiderations of longwavelength perturbations (e.g., [251℄),
the analysis of subhorizon perturbations with the aim to explain Dark Energy
in a perturbative setting is the fous of many reent researh papers and, here,
we do not enter into the details of these works. We wish to point out two aspets
that emerged from the present investigation, and whih may be relevant for future
strategies in a perturbation analysis.
First, we address the averaging issue : a postNewtonian approximation may
(and in most ases of osmologial relevane will) be adequate loally or pieewise
on a small range of sales. However, as soon as we are looking at integral proper-
ties, i.e. integrating out a wider range of sales, its appliability should be veried.
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In standard perturbation theory spatial averages are taken with respet to a `bak-
ground observer'. Sine a major player in the mehanism that an produe large
kinematial utuations is the averaged 3Rii urvature, we have to be areful
in relating Eulidean `bakground averages' to the Riemannian volume averages
that govern the dynamis of the averaged osmology.
Seond, in the present approah we do not speify a metri of the spae se-
tions ; the formulation and the orrespondene holds for arbitrary 3metris. Also,
when we spoke about a `saledependent Friedmannian model', we referred to the
kinematis of the volume sale fator, we did not refer to the FRW metri. We an,
however, speify a spatial metri to establish a dynamial model. Here, we think
that the metri setting must allow for large deviations of the 3Rii urvature
from the onstant Friedmannian urvature. As a `rule of thumb' (another was re-
ently given in [158℄ for superHubble perturbations), we may say : if the averaged
salar urvature evolves at or near the onstant urvature model, then there is no
hope to model ases that lead to enough latetime aeleration.
A future strategy related to perturbation theory ould be motivated by New-
tonian osmologial models for struture formation : in the Newtonian framework,
an Eulerian perturbation theory does not provide aess to the highly nonlinear
regime. Instead, the Lagrangian point of view oers a way to move with the lar-
gely perturbed uid. A relativisti Lagrangian perturbative approah is urrently
worked out aiming at generalizing the Newtonian work [165℄ that has employed
the exat averaged equations to onstrut a nonperturbative model for inhomo-
geneities out of perturbatively alulated utuations. A Lagrangian perturbation
sheme itself does not inlude nonperturbative features, that may be needed in
this ontext ; nonperturbative eets have been reently disussed in the Newto-
nian framework [252℄.
All these eorts aim at onstruting a generi evolution model. The morphon
eld is an eetive desription without any perturbative assumption. But, one
would like to establish the underlying inhomogeneous dynamis in order to un-
derstand, to what the realisti ase studies that `explain away' the Dark Energy
problem atually orrespond.
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Appendix A : a relation to Friedmannian tting mo-
dels and the globally stationary solution
A partiular saling behavior of the solutions (C.3.27), in whih kinematial
bakreation and averaged salar urvature are proportional, an be exploited to
dene a mapping of the solutions (C.3.27) for the partiular ase r = 1/3, i.e.
n = −3, to a Friedmannian osmology.
Before we explain this mapping let us reall that the ase r = 1/3 also arises
for the stationarity ondition, required in [213℄ for the global sale (extending the
domain D to the whole (ompat) manifold Σ, and setting Λ = 0) :
3
a¨Σ
aΣ
= −4πG〈̺〉Σi +QΣi
a3Σ
= 0 . (C.3.54)
This ondition implies either a globally stati model or a globally stationary model
featuring the solution :
QΣ = QΣi
a3Σ
; 〈R〉Σ =
RΣi − 3QΣi
a2Σ
+
3QΣi
a3Σ
, (C.3.55)
where HΣ = C/aΣ with : −6C2 = RΣi − 3QΣi .
The relation to a Friedmannian `tting model' arises by noting that, in order
to obtain the above solution, we do not need to assume the stationarity ondition
(C.3.54). Indeed, inserting the saling solutions (C.3.27) into the averaged equa-
tions (C.3.3) and (C.3.4) on any given domain D, and superimposing a onstant
urvature solution to the averaged urvature, we obtain (restriting again attention
to Λ = 0) :
3
a¨D
aD
+
4πG〈̺〉Di −QDi
a3D
= 0 ;
(
a˙D
aD
)2
− 16πG〈̺〉Di − (
1
r
+ 1)QDi
6a3D
− C
2
a2D
= 0 .
(C.3.56)
We nd that, for the speial ase r = 1/3, we an simply redene the initial
onstants,
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kFD := −C2 ; 4πG〈̺〉FDi := 4πG〈̺〉Di −QDi ; ΩDmF + ΩDk := ΩDm + ΩDQ + ΩDR = 1 ,
(C.3.57)
where ΩDmF and Ω
D
k denote the resulting dimensionless funtionals whih we are
going to use as Friedmannian `tting parameters', so that Eqs. (C.3.56) assume
the form of a onstant(negative) urvature Friedmannian model.
Let us exemplify this orrespondene. Setting kFD ∼ 0 in aord with the urrent
observational results, we have ΩDmF = 1 throughout the evolution, i.e. a sale
dependent Einsteinde Sitter model :
3
a¨D
aD
+
4πG〈̺〉FDi
3a3D
= 0 ;
(
a˙D
aD
)2
− 8πG〈̺〉
F
Di
a3D
= 0 . (C.3.58)
Suppose now that we `t' a standard Einsteinde Sitter model on some given sale
D to observational data, we would be in the position to evaluate the physial `pa-
rameters' on that sale to be ΩDm = 1 − 4ΩDQ, i.e. for ΩDm ∼ 1/3 today, we would
onlude that there must be bakreation at work and it should be positive (ne-
gative kinematial bakreation mimiking a `kinematial dark matter' soure),
ΩDQ ∼ 1/6, and that the (physial) urvature parameter would be positive too
(negative averaged urvature), ΩDR = 3Ω
D
Q ∼ 1/2. We emphasise that the Fried-
mannian urvature parameter is assumed to vanish, whih demonstrates that it has
nothing to do with the (evolving) averaged salar urvature of the inhomogeneous
model.
The above proedure exemplies the possibility of onstruting a (nonnaive)
Friedmannian tting model. It, however, assumes that, regionally, the model obeys
an Einsteinde Sitter kinematis (unrelated to an underlying FRW metri), and
r = 1/3 is `typial' for the regional Universe. Both are not in aord with what we
expet. We would `t' a Friedmannian model with a osmologial onstant, whih
is the urrently held view of the `onordane model',
ΩDmF + Ω
D
k + Ω
D
Λ = 1 , (C.3.59)
then we would have to superimpose a solution ΩDQ2 with, e.g., r = −1/3 to the
above solution (this ould still be interpreted as a deviation from a representative
volume of a global model with r = 1/3). This implies, with ΩDmF = Ω
D
m + 4Ω
D
Q1 ∼
1/3 ; ΩDΛ ∼ 2/3, ΩDk ∼ 0, and
ΩDm + Ω
D
Q1 + Ω
D
Q2 + Ω
D
R1 + Ω
D
R2 = 1 , (C.3.60)
that
ΩDΛ = −2ΩDQ2 ∼
2
3
. (C.3.61)
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We would nd a positive bakreation with ΩDQ2 ∼ −1/3 (modeling now Dark
Energy), and a negative averaged salar urvature with ΩDR2 ∼ 1, indiating that
the regional Universe should orrespond to a `void' within a global model with
ΩΣR1 ∼ 1/2. That our regional Universe ould orrespond to a regional `void' has
been disussed in a number of other papers, e.g. [253, 254, 255℄, [256℄, [257℄, [216℄,
[258℄.
This example also demonstrates that we an onstrut osmologies with dif-
ferent properties on global and regional sales by superimposing saling solutions.
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